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celle  (Jç  n,  et,  en  y  donnant  à  n  les  valeurs  successives  0, 1, 2,...., 
Jon  obtient  lés  divers  termes. 

On  désigne  par  Sn  la  somme  algébrique  des  n  premiers  termes 
de  la  série  ;  de  sorte  que  Ton  a  : 

5.  SÉRIES  CONVERGENTES  OU  DIVERGENTES.  On  ditqu'uue  séric 
est  convergente,  lorsqu'il  existe  une  limite  finie  dont  la  somme 
Sn  s'approche  indéfiniment,  à  mesure  que  n  croît  indéfiniment. 
La  limite  S,  vers  laquelle  elle  tend,  se  nomme  la  somme  de  la 
série. 

Si,  au  contraire,  la  somme  S„  ne  tend  pas  vers  une  limite  fixe, 
la  série  est  dite  divergente.  Une  série  divergente  ne  représente 
rien,  et  ne  peut  être  d'aucun  usage  en  analyse. 

4.  Exemple.  Une  progression  par  quoUent  est  une  série  con- 
vergente, lorsque  sa  raison  est  moindre  que  l'unité.  On  a  vu 
(I,  570),  en  effet,  qu'en  supposant  q  moindre  que  1,  la  somme 


is'approche  indéfiniment  de  la  limite  déterminée . 

Une  progression  géométrique  indéfinie,  dont  la  raison  sur- 
passe l'unité,  est  divergente.  Car  la  somme  de  ses  termes  croît 
indéfiniment  avec  leur  nombre. 

iî.  Remarque.  Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  faut  qu'à 
partir  d'un  terme  suffisamment  éloigné,  le  terme  un  tende  vers  zéro^ 
quand  n  augmente  indéfiniment.  En  effet,  si  une  série  est  conver- 
gente et  a  pour  limite  S,  on  peut  prendre  n  assez  grand,  pour 
que  les  sommes  S„,  Sn+i,  S„+2  diffèrent  de  S  aussi  peu  que  l'on 
voudra.  Les  différences  S„+i — S„,  Sn+2  —  S„.h,  sont  alors  aussi 
peUles  qu'on  le  veut.  Or  S„+i — S„  =  u^,  Sn+a — Sn+i  =  'i/n+i.  Donc 
les  termes  w„,  i/„+i  tendent  vers  zéro. 

Mais  cette  condition  nécessaire  n'est  pas  suffisante.  Pour  le  prou- 
ver, nous  allons  faire  voir  que  la  série,  dite  harmonique, 
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dont  les  termes  diminuent  indéfiniment,  est  cependant  diver- 
gente. Et,  en  effet,  si  l'on  groupe  les  termes  de  la  manière  sui- 
vante : 


on  reconnaît  que  chaque  partie,  renfermée  entre  parenthèses, 
l 

2 


est  plus  grande  que  - ,  car  la  dernière,  par  exemple,  contient 


n  termes^  tous  supérieurs  ou  au  moins  égaux  à  — .  Or  la  série  se 

compose  d'une  infinité  de  groupes  semblables  ;  il  est  donc  évi- 
dent que  la  somme  peut  dépasser  toute  hmite  assignée. 

6.  Caractère  général  des  séries  convergentes.  Le  caractère 
d'une  série  convergente  consiste  dans  la  condition  suivante. 

Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  qu  on  puisse 
prendre  dans  la  série  un  nombre  n  de  termes  assez  grand  à  partir 
du  premier j  pour  que  la  somme  des  p  suivants j  ^ 

[a]  U„  +  Un+i  +  W„+2  + +  «„+p-l, 

soit,  quelque  grand  que  soit  p,  inférieure,  en  valeur  absolue,  à  une 
quantité  donnée,  si  petite  qu'elle  soit,  et  tende  vers  zéro,  quand  n 
croit  indéfiniment, 

La  condition  est  nécessaire  :  car,  si  la  série  est  convergente, 
on  peut  donner  à  n  une  valeur  assez  grande,  pour  que,  quel  que 
soitp,  les  deux  sommes  Sn  et  Sn+p  diffèrent  de  leur  limite  com- 
mune S  aussi  peu  qu'on  voudra  (5)  :  leur  différence,  c'est-à-dire 
la  somme  [a],  est  donc,  pour  cette  valeur  de  n,  inférieure,  en 
valeur  absolue,  à  un  nombre  donné,  si  petit  qu'il  soit  ;  et  elle 
tend  vers  zéro,  quand  ?i  croît  indéfiniment. 

La  condition  est  suffisante  :  car,  si  elle  est  remplie,  on  peut 
choisir  pour  n  une  valeur  déterminée  n'  assez  grande,  pour  que 
la  somme. 


[6]  Un'  +  Un'+L  +  U„'+2  + +  ««'■ 


+p» 
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Si  l  est  plus  grand  que  Vunité,  on  peut  encore  choisir  arbitrai- 
rement, entre  1  et  /,  un  nombre  déterminé  k;  et  le  rapport,  se 
rapprochant  indéfiniment  de  /,  finira  par  devenir  constamment 
plus  grand  que  /v,  qui  est  supérieur  à  l'unité.  La  série  est  donc 
divergente. 

Si  1=1,  il  y  a  doute;  et  le  théorème  I  est  insuffisant,  pour  per- 
mettre de  prononcer  sur  la  convergence  ou  la  divergence  de  la 

série.  Cependant,  si  le  rapport  -^^^  finit  par  être  toujours  au- 

l'n 

dessus  de  sa  limite  1,  la  série  est  divergente;  car  alors  les  termes 
finissent  par  aller  toujours  en  croissant;  et,  comme  ils  sont  tous 
positifs,  leur  somme  peut  devenir  plus  grande  que  toute  quan- 
tité donnée. 

10.  Limite  de  l'erreur  commise.  La  démonstration  du  théo- 
rème I  fait  connaître  une  limite  de  l'erreur  que  l'on  commet, 
lorsque  l'on  s'arrête,  dans  la  sommation  d'une  série  conver- 
gente, à  un  terme  d'un  certain  ordre.  Supposons,  en  effet,  qu'à 
partir  du  terme  w„  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  soit 
constamment  plus  petit  qu'un  nombre  k  intérieur  à  l'unité;  les 
termes  Vi+i,  Ui+ty  it,+3,...  seront  (8)  respectivement  moindres 
que  ku{,  /c'w,-,  k%, ...  ;  et  par  suite,  la  somme  des  termes  que  l'on 
néglige,  quand  on  s'arrête  à  w,_i,  sera  moindre  que  w,-|-/m< 

-\-k*Ui-\-  %+,,.,  ou  que  j-_^,.  Ainsi,    en  désignant  par  e 

l'erreur  commise,  on  a  : 

'^l-/i;- 
il.  Exemples.  1*  Soit  la  série  : 

[2]      ^ +Y+  772"^  Ï7273"^  1.  2.  3. 


4  '  '  l.2.3....n 


Le  rapport  du  Oi-f-l)"«  terme  au  précédent  est-;  sa  limite  est 

il/ 

zéro,  quand  n  croît  indéfiniment.  La  série  est  donc  conver- 
gente. 

Si  l'on  s'arrête  au  terme  -pv- r,  le  rapport  de  l'un  quel- 
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conque  des  termes  qui  le  suivent  au  précédent  est  toujours  infé- 
rieur à  ;  on  peut  donc  prendre  k=  ;  et  Ton  trouve, 
pour  Terreur  commise  : 


£< 


1.2.3 i\'^ï)' 


20  Si  Ton  considèr(^la  série  harmonique  [1]  (n**  o),  le  rapport 

du  n""  terme  au  précédent  est         -,  ou  (l — ).  Il  est  toujours 

plus  petit  que  1;  mais  sa  limite  est  1,  quand  n  croît  indéfini- 
ment. Il  y  a  doute;  mais  on  a  démontré  (5),  par  un  procédé 
particulier,  que  la  série  est  divergente. 

3°  Soit  encore  la  série  : 

[3]  i+i+^+è+....+,^+..-.; 

le  rapport  du  n*^  terme  au  précédent  est  ^^~",  ^  ,  ou  (  1  —  -  )  : 

et  sa  limite  est  encore  Tunité.  Le  théorème  I  ne  nous  apprend 
donc  rien.  Mais,  que  Ton  groupe  les  termes  de  la  manière  sui- 
vante : 

»  +  (è+3-=)  +  (è+5^  +  è  +  W 
+  (^8"^+9î+..-  +Ï52J  +  ----» 

c'est-à-dire,  de  telle  sorte  que  chaque  groupe  commence  par  un 
terme  dont  le  dénominateur  est  une  puissance  de  2  ;  la  valeur 

du  premier  groupe  sera  plus  petite  que  2  fois-^  ou  que  -  ;  celle 
du  second  sera  moindre  que  4  fois  -j,  ou  que  -;  celle  du  troi- 
sième sera  inférieure  à  8  fois  -5,  ou  à  i  ;  et  ainsi  de  suite.  La 

o  o 

somme  des  termes  de  la  série  est  donc  moindre  que  celle  des 
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termes  de  la  progression  décroissante  l+ô  +  r  +  ô+-*'-^^ 

série  esl  donc  convergente. 

12.  Cas  ou  la  série  est  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances d'une  variable.  Il  arrive  souvent  qu'une  série  est  or- 
donnée par  rapport  aux  puissances  entières  et  croissantes  d'une 
variiible  x.  Si  le  terme  général  w„  est  égal  à  Ana;",  le  rapport 

-^sera  égal  k~^x;  et,  si  l'on  désigne  t)ar  l  la  limite  vers  la- 

quelle  tend  le  rapport  des  coefficients-^,  quand  n  croît  indé- 

finiment,  le  rapport  des  deux  termes  aura  lui-même  pour  limite 
Ix.  La  série  sera  donc  convergente,  si  l'on  a  (9)  : 

/a;<l,    ou    a?<y. 

Ainsi  la  série  sera  convergente,  tant  que  x  sera  plus  petit  que 
p  et  divergente,  quand  a;  sera  >  y-.  Il  y  aura  doute,  si  l'on  donne 

à  a;  la  valeur  j. 
Exemples.  1°  La  série 

a  pour  coefficients  les  termes  de  la  série  [2]  ;  le  rapport  des 
coefficients-^'  est  donc  égal  à-,  et  sa  fimite  1  =  0.  La  série 

est  donc  convergente  pour  toute  valeur  de  x  inférieure  à^, 
c'est-à-dire  quel  que  soit  x. 
2»  La  série 

[5]  ?  +  £!-|.^'  +  -4-         +^% 

"■  -■  l^  2^  3^  k^""   ^  71^"" 

a  pour  coefficients  les  termes  de  la  série  harmonique  [1]  ;  le 
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rapport  des  coefficieiils  est  donc  (l  — ),  el  sa  limite  est  1.  La 

série  est  donc  convergente  pour  toute  valeur  de  x  plus  petite 
que  1,  et  divergente  pour  toute  valeur  de  x  plus  grande  que  1. 
Il  y  aurait  doute,  pour  a;=  1  :  mais  nous  savons  (S),  qu'alors  la 
série  est  divergente. 

13.  Théorème  II.  Une  série,  à  termes  positifs,  dont  le  terme  gé- 
néral est  Un,  est  convergente,  lorsque  sj  Vn  est,  pour  une  certaine  va- 
leur de  n,  et  pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes,  plus  petit  qu'un 
nombre  f\xe  k,  inférieur  à  l'unité  Elle  est  divergente,  lorsque  y/un 
est  constamment  plus  grand  que  V unité. 

1°  Si,  à  partir  d*une  certaine  valeur  de  n,  on  a  constamment 
\lul,<.k,  on  en  déduit  les  inégalités  suivantes  : 

Un<li\    Uu^,<k-^',    u^+,<k-^' ; 

en  sorte  que  les  termes  de  la  série  proposé:,  à  partir  de  u,,,  sont 
moindres  que  ceux  de  la  progi  ession  géométrique  décroissante 

On  en  conclut  comme  au  n"  8,  que  la  série  est  convergente. 

2°  Si,  au  contraire,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  ^u^ 
est  constamment  supérieur  à  l'unité,  il  en  est  de  même  de  w^; 
par  suite  les  termes  vont  en  augmentant  :  et  leur  somme  peut 
dépasser  toute  grandeur  donnée. 

Remarque.  La  démonstration  est  en  défaut,  si  /v=l.  Dans 
ce  cas,  il  y  a  doute  ;  et  l'on  ne  peut  affirmer,  en  général,  si  la 
série  est  convergente  ou  divergente. 

14.  Gomment  ON  applique  le  théorème.  On  prouve  d'ailleurs. 
comme  au  n"  9,  que  si  \^Un  tend  vers  une  limite  l  plus  petite 
que  1,  la  série  est  convergente  ;  que  si  l  est  supérieur  à  l'unité, 
la  série  est  divergente  ;  et  qu'il  y  a  incertitude  dans  le  cas  où 
l=\.  Cependant  si  v^it„  finit  par  être  constamment  au-dessus 
de  sa  limite  1,  la  série  est  divergente. 

lo.  Limite  de  l'erreur  commise.  Dans  le  cas  où  la  série  est 
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convergente,  la  démonstration  précédente  fournit  une  limite  de 
l'erreur  t  que  Ton  commet,  lorsqu'on  s'arrête  à  un  terme  w,-i. 
On  a  évidemment  : 


e< 


-1  — /c' 

h  étant  une  limite  supérieure  de  V^^* 

16.  Remarque.  Les  limites  dont  les  deux  théorèmes  I  et  11 
font  dépendre  la  convergence  sont  nécessairement  égales  entre 
elles. 

Soit  en  effet  la  série 

Ua  +  Ui  +  Ui+  ....  +Un+  .... 

et  limî^  =  &, 

Un 

\im"\lun=k'f 
dans  la  série 

Uo+UiX  +  'U2n +UnX''-{- , 

le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour  limite  /c„,  et  par  con- 
séquent elle  est  convergente  ou  divergente  suivant  que  x  est 

plus  petit  ou  plus  grand  que  j-,  mais  la  racine  rT'  de  terme  gé- 
néral UnX''  a  pour  limite  k'x,  et  par  conséquent  en  vertu  du 
théorème  II,  elle  est  convergente  ou  divergente  suivant  quen 

est  plus  petit  ou  plus  grand  que  r,>  les  deux  résultats  ne  peu- 
vent s'accorder  que  si  k  est  égal  à  k', 

17.  Théorème  III.  Si  les  termes  d'une  série, 

vont  constamment  en  diminuant^  a  partir  du  premier,  cette  série 
sera  convergente  ou  divergente,  en  même  temps  que  la  série, 

W|+2Wi+4w3-|-8w7  +  16ui5  +  .... 
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En  effet,  supposons  d'abord  la  première  série  convergente. 
On  a  évidemment  les  relations  : 

4i/3   <2w2  +  2z^3, 

8W7   <2i/,  +  2i/5  +  2W6  +  2i/7,         ; 

16Ui5  <2i/8  +  2i/9+2i<io+....  +2l^is, 


Si  Ton  ajoute,  membre  à  membre,  ces  inégalités,  on  a  ] 

<Wo  +  2wi  +  2w2+ 21/3  +  2^4+ +  2wi3+..  .; 

donc  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  de  la  seconde 
série  est  plus  petite  que  le  double  de  la  somme  des  termes  de  la 
première,  terminés  au  terme  de  môme  indice.  Or,  celle-ci  est 
convergente,  par  hypothèse;  donc  la  seconde  Test,  à  plus  forte 
raison.  Donc  la  convergence  de  la  première  entraîne  celle  de  la 
seconde. 

Supposons  maintenant  que  la  première  série  soit  divergente. 
En  groupant  les  termes  d'une  autre  manière,  on  a  évidemment: 

4W3>W3+W4  +  t^S+î^6, 


d'oii,  en  ajoutant  membre  à  membre,   - 

Wo  +  2^1  +  41^5  +  8U7 +  ... . 

Ainsi  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  de  la  seconde 
série  est  plus  grande  que  la  somme  des  termes  de  la  première, 
terminés  au  terme  d'indice  double.  Or  celle-ci  croît  indéflniment, 
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par  hypothèse  :  donc  la  seconde  est  divergente.  Ainsi  la  diver- 
gence de  la  première  entraîne  la  divergence  de  la  seconde. 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

18.  Applications.  Prenons,  pour  la  première  série,  la  sui- 
vante : 

la  seconde  sera  : 

l+2*-*+4*-*  +  8^-«+ 

Or  cette  dernière  est  une  progression  géométrique,  dont  la 
raison  est  2*-".  Donc  elle  est  convergente,  si  a  est  plus  grami  que 
l'unité;  elle  est  divergente,  si  a  est  égal  ou  inférieur  à  l'unité. 
Donc  la  première  série  est  convergente,  si  a>  1  ;  et  divergente^ 
sia^^l. 

Nous  avons  déjà  obtenu  ces  résultats  pour  la  série  [l]  où  a=:l, 
et  pour  la  série  [3]  oi!i  a=2. 

Prenons  pour  la  première  série,  la  suivante  : 

^^^  ^"'"2(log2)*+  3(log3)*+4(log47"'"*  •  •  *  ''"n(iog?i)*~''*  '  •  ' 
La  seconde  sera  : 

.1.1.1.  .        ï        . 


(log2)«  '  (log4)='  '  (log8)"  '  '   (log2")«  ' 

OU,  en  remarquant  que  (log  2")«=7i"(log2)% 

^^■(log2)»V''"2«'^3^'^ ■^?7~'""*7 

Or  la  série,  renfermée  entre  parenthèses,  n'est  autre  que  la 
série  [6].  Donc  elle  est  convergente,  si  a  est  plus  grand  que  1  ; 
et  divergente,  si  a  est  égal  ou  inférieur  à  1.  Il  en  est  donc  de 
même  delà  série  [7].- 

!9.    Remarque.  Il  n'est  pas  nécssaire,    pour   appliquer  le 
théorème  III,  de  commencer  la  seconde  série  par  le  premier 
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tnrme  delà  première  :  car  la  convergence  d'une  série  ne  dépend 
que  de  ses  termes  éloignés.  Ainsi,  laissant  de  côté  les  i  premiers 
termes,  on  considérera  les  deux  séries  : 

elles  seront  convergentes  et  divergentes  ensemble. 

20.  Théorème  IV.  Une  série^  à  termes  positifs,  est  convergente, 
lorsque^  à  partir  d'un  certain  terme,  le  rapport  du  logarithme  de 

—  au  logarithme  de  n  est  constamment  plus  grand  quun  nombre 

fixe  k,  supérieur  à  l'unité.  Elle  est  divergente,  si  le  rapport  est  con- 
stamment plus  petit  que  Vunité. 

1°  Si  le  rapport  de  log  —  à  log  n  est  constamment  plus  grand 

que  /e,  il  en  résulte  que  l'on  a  : 


Iog->/clogn,    ou    log— >logn*; 


et,  par  suite, 


'n 


!>»',   ou  «„<i, 


Les  termes  de  la  série  proposée  sont  donc,  à  partir  ae  m„,  plus 
petits  que  les  termes  correspondants  de  la  série 

^(n+l)*^(n  +  l)*^"*'  ' 

or  cette  dernière  est  convergente,  puisque  k  est  plus  grand 
que  1  (17).  Donc  la  série  proposée  est  aussi  convergente. 

2°  Si,  au  contraire,  le  rapport,  à  partir  de  w»,  est  constamment 
inférieur  à  Tunité,  on  en  conclut  : 


log -^<  log  71,     ou    —  <n,    ou    w„>-< 
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Les  termes  de  la  série  proposés  sont  donc,  à  partir  de  w„,  plus 
grands  que  ceux  de  la  série 

laquelle  est  divergente  (5).  La  série  proposée  est  donc  diver- 
gente. 

Comment  on  applique  le  théorème.  Si,  comme  cela  arrive 

le  plus  ordinairement,  le  rapport  de  log  —  à  log  n  converge  vers 

Un 

une  limite  /,  on  prouvera,  comme  au  n°  9,  que  la  série  est  con- 
vergente, quand  l  est  supérieur  à  l'unité;  qu'elle  est  divergente, 
quand  l  est  inférieur  à  1  ;  et  qu'il  y  a  incertitude  dans  le  cas  où 
l=\.  Cependant,  si  le  rapport  finissait  par  être  constamment 
inférieur  à  sa  limite  1,  la  série  serait  divergente. 

21.  Remarques.  Telles  sont  les  règles  les  plus  élémentaires,  à 
l'aide  desquelles  on  se  proiionce  sur  la  convergence  des  séries  à 
termes  positifs.  Il  en  existe  d'autres,  que  nous  n'avons  pas  à  ex- 
poser ici.  Nous  ferons,  toutefois,  les  deux  remarques  suivantes, 
qui  trouvent  fréquemment  leur  application. 

1°  Si  une  série,  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  est  convergente, 
ellele  sera  encore^  quand  on  multipliera  tous  ses  termes  par  un  même 
nombre  quelconque^  ou  même  par  des  nombres  différents ,  pourvu 
qu'ils  soient  finis. 

En  effet,  si  l'on  peut  prendrez  assez  grand,  pour  que  la 
somme 

soit,  quelque  soit  p,  aussi  petite  qu'on  le  veut,  et  tende  vers  zéro, 
quand  n  augmente  indéfiniment  (6),  il  en  sera  de  môme  de  la 
somme 

puisqu'elle  est  inférieure  à  la  somme 

A(w„  +  w„+i  +  u„^.2-f- j^Un^^,)^ 

dans  laquelle  A  est  le  plus  grand  des  coefficients  introduits 


"X 
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S'»  Si  Von  a  une  série  convergente ^ 

%  +  Ui  +  lhi  +  Ui-\-,...  +Wn  +  ...., 

et  qu'une  autre  série , 

soit  telle,  qu'à  partir  du  terme  d'un  certain  rang  i,  on  ait  constam- 
ment : 

cette  seconde  série  est  aussi  convergente.  Car ,  si  Ton  multiplie  la 

première  par  —,  nombre  fini ,  on  obtient  une  nouvelle  série 

qui,  d'après  la  première  remarque,  est  encore  convergente.  Or, 
à  partir  du  terme  -y,-,  les  termes  de  cette  nouvelle  série, 

sont  plus  grands  que  les  termes  correspondants  de  la  seconde, 

Vi  +  Vi+i  +  Vi+i-\-,.  .. 

Donc  cette  dernière  est,  à  plus  forte  raison,  convergente. 

§  III.  Des  séries  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  positifs. 

22.  Théorème  I.  Lorsqu'une  série  n'a  pas  tous  ses  termes  de 
même  signe,  il  suffit  pour  quelle  soit  convergente,  qu'elle  le  soit 
quand  on  donne  le  même  signe  {-\- par  exemple)  à  tous  ses  termes. 

En  effet,  puisque  la  série  à  termes  positifs  est  convergente, 
on  peut  prendre  pour  n  une  valeur  i  assez  grande  ,  pour  qu'à 
partir  du  terme  i/.,  la  somme  des  p  suivants  soit  aussi  petite  que 
l'on  voudra,  et  tende  vers  zéro,  à  mesure  que  i  croît  [6].  Il  en 
sera  donc  de  même,  à  plus  forte  raison,  de  la  somme  algébrique 
desp  termes  correspondants  de  la  série  proposée,  puisque,  dans 
la  première  tous  les  termes  s'ajoutent,  et  que,  dans  la  seconde, 
les  uns  s'ajoutent,  et  les  autres  se  retranchent.  Donc  la  série 
proposée  [6]  est  convergente. 
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On  pourra  donc  api)liquer  à  ces  nouvelles  séries  les  lèglesde 
convergence  données  [)Our  celles  dont  tous  les  termes  sont  posi- 
tifs ,  et  déterminer  de  même  une  limite  de  Terreur  que  l'on 
commet  en  s'arrôtant  à  un  terme  de  rang  quelconque.  Mais  il 
peut  arriver  qu'une  série,  dont  les  termes  ne  sont  pas  tous  posi- 
tifs, soit  convergente,  et  qu'elle  devienne  divergente,  quand  on 
donne  le  même  signe  à  tous  ses  termes.  Il  est  donc  utile  de  don- 
ner des  règles  spécialement  applicables  à  ce  cas  :  nous  nous 
bornerons  à  la  suivante. 

23.  Théorème  II.  Si  dans  une  série ^  les  termes  sont  alternative- 
ment positifs  et  négatifs,  et  qu'ils  décroissent  indéfiniment,  la  série 
est  convergente. 

Soit,  en  effet,  la  série  : 

Wo  — 'Wl  +  ^'2  — 'W3+W4  — +  W^  —  W„+i  +  W„+2  — .   ..   ., 

dans  laquelle  les  termes  u^,  Wi,  i/g . . .  vont  toujours  en  dimi- 
nuant, de  telle  sorte  que  chacun  soit  plus  petit  que  le  précédent, 
et  que  u„  puisse  devenir  aussi  petit  qu*on  le  voudra,  si  n  est 
suffisamment  grand. 

Nommons  S^,  Sj,  Sa, S„, —   les  diverses  sommes  qu'on 

obtient,  en  arrêtant  la  série  successivement,  au  terme  Wo,  au 
tcrmewi,autcrmeu2j.  ...  au  terme  w„.  Représentons  ces  sommes 


I 1- 


U     iîi        S3       S5        S7       S       Sg      Se       S4        S,       So     X 

La  première,  So,  sera  représentée  par  OSq.  La  seconde,  Si^ 
étant  égale  a  u^^—Ui,  est  plus  petite  que  So*,  représentons-la 
p,ir  la  longueur  OSj.  La  troisième,  S2,  étant  égale  à  Si+Va, 
est  plus  grande  que  Sj  ;  mais  elle  est  plus  petite  que  S^,;  car  , 
pour  la  former,  à  So  on  a  ajouté  —  Wi-f  Wa,  quantité  négative  : 
elle  sera  donc  représentée  par  OS2.  La  quatrième,  S3,  étant  égale 
à  Sa  — 1/3,  est  plus  petite  que  Sa;  mais  elle  est  plus  grande  que 
Si;  car,  pour  la  former,  à  Si  on  a  ajouté  u^  —  u^,  quantité  posi- 
tive :  nous  la  représentons  par  OS3.  Et  ainsi  de  suite.  D'après 
cela,  les  sommes  Si,  S3,  S5,. . .  .  forment  une  série  croissante,  et 
les  sommes,  S^,  Sa,  S4,.  .. .  forment  une  série  décroissante.  D'ail- 
leurs les  termes  de  la  première  série  n'augmentent  pas  indéfi- 
niment, car  ils  sont  tous  plus  petits  que  les  divers  termes  de  la 
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seconde  ;  cela  résulte  de  la  loi  même  de  leur  formation.  Dès  lors, 
il  est  évident  que  ces  termes  ont  une  limite,  qui  est  précisément 
le  plus  petit  des  nombres  qu'ils  ne  peuvent  pas  dépasser.  De 
même, les  termes  de  la  série  décroissante, So, S2,  S4,. ...  ontnne 
limite;  car  ils  sont  plus  grands  que  chacun  des  termes  de  la 
série  croissante  ;  et  cette  limite  est  le  plus  grand  des  nombres 
auxquels  ils  restent  constamment  supérieurs.  Enfin,  ces  deux 
limites  sont  les  mêmes;  car  on  a  :  S.2n  —  S^n-i^Wan;  et, par  con- 
séquent, la  différence  entre  deux  termes  correspondants  des 
deux  séries  à  indices  pairs  et  impairs,  peut  devenir  aussi  petite 
que  l'on  voudra.  Il  y  a  donc,  sur  la  droite  OX,  entre  les  extré- 
mités des  longueurs  qui  représentent  Sjn-i  et  Ssn,  une  distance 
qui  diminue  indéfiniment,  quand  n  auguiente  indéfiniment;  de 
sorte  que  ces  extrémités  se  rapprochent  indéfiniment  d'un 
point  S,  qui  est  leur  limite  commune.  La  longueur  OS  représente 
la  somme  de  la  série. 

24.  Limite  de  l'erreur  commise.  V erreur  que  Von  commet, 
lorsque  Von  s'arrête  à  un  terme  u,_i,  est  moindre  que  le  terme  sui- 
vant et  de  même  signe  que  lui.  En  effet,  la  somme  S  de  la  série  est 
évidemment  comprise  entre  S,_i  et  S,.  Donc  l'erreur  commise, 
en  prenant  S,  pour  valeur  approchée  de  S,  est  moindre  que  la 
différence  entre  S,-  et  S,_i,  laquelle  est  zh  Ui.  Les  valeurs  appro- 
chées, que  l'on  obtient  en  considérant  un  nombre  de  termes  de 
plus  en  plus  grand,  sont  donc  alternativement  trop  grandes  et 
trop  petites  :  mais  l'erreur  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que 
le  premier  des  termes  que  l'on  néglige. 

2o.  Exemple.  Soit  la  série  : 


/y>2  0^3  nti  /y»5 


2    '    3         4    '    5  2?l   '    2?l+l 

Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est,  en  valeur  absolue, 

,     x\  et  sa  limite  est  x.  Donc  la  série  sera  convergente  (9  et 

22),  si  la  valeur  absolue  de  x  est  inférieure  à  l'unité.  Elle  sera 

divergente,  si  x  est  plus  grand  que  1.  On  verra  plus  tard,  d'ail- 

Alg.  sp.  B.  2 
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leurs,  que,  dans  ce  cas,  les  termes  ne  diminuent  pas  indéfini- 
ment. Si  a;=l,  la  série  est  convergente  (22)  ;  car  elle  devient  : 

et  SCS  termes,  alternativement  positifs  et  négatifs,  décroissent 
indéfinimetit.  Si,  au  contraire,  on  fait  3?=  — 1,  on  retrouve  la 
série  harmonique,  qui  est  divergente. 
Enfin,  lorsque  la  série  est  convergente,  l'erreur  s  commise, 

cns*arrêtant  au  terme r,  est  moindre,  en  valeur  absolue, 

n — 1 

que  —,  et  de  môme  signe  que  ce  terme. 

26.  Remarque.  Quand  une  série,  dont  tous  les  termes  ne  sont 
pas  positifs,  est  convergente  indépendammen  t  des  signes  de  ses 
termes,  on  peut  la  considérer  comme  la  différence  des  deux  sé- 
ries convergentes,  dont  l'une  serait  formée  par  les  termes  posi- 
tifs, et  l'autre  par  les  termes  négatifs.  En  effet,  désignons  par  S^ 
la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  et  par  S'n-  et  S"n'  les 
sommes  des  termes  positifs  et  des  termes  négatifs  compris  dans 
ces  n  termes;  on  a  évidemment  : 

S„=S'n» — S'V'- 

Or,  à  mesure  que  n  augmente,  en  même  temps  que  n'  et  n'\ 
ces  trois  sommes,  qui  sont  convergentes,  tendent  simultanément 
vers  leurs  limites  S.  S',  S". 

Mais  il  faut  se  bien  garder  d'étendre  cette  remarque  aux  séries 
qui  deviendraient  divergentes  si  tous  leurs  termes  devenaient 
positifs.  On  serait  ainsi  conduit  à  des  erreurs  graves.  En  voici 
un  exemple  remarquable. 

La  série  harmonique  [1]  est  divergente.  Mais  la  série 

rg]     i_i+i_i  +  l_]+....   ■       1  1    ■ 


2'3      4'5      6'  '  2n— 1      2n  '         ' 

composée  des  mômes  termes,  pris  alternativement  avec  le 
signe  -|-  et  avec  le  signe  —,  est  convergente  (22),  puisque  les 
termes  vont  en  diminuant  indéfiniment.  Nous  verrons  plus  tard, 
qu'elle  a  pour  somme  (1^57)  le  logaritlime  népérien  de  2. 
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Or,  si,  en  changeant  l'ordre  des  termes  on  écrit  : 


.  il  semble  qu*on  écrive  la  même  chose,  car  les  deux  séries  [9] 
et  [10]  ont  les  mêmes  termes  positifs,  1,  ô»  7»  7> ,  et  les 

O      O        I 

mêmes  termes  négatifs  -,  -,  -, Cependant  leurs  sommes 

sont  différentes.  En  effet,  si  sans  changer  l'ordre  des  termes  de 
la  série  [9]  on  les  groupe  quatre  par  quatre,  le  îi™"  groupe  sera 

P   ■  ^ 1      .     1 i_. 

et  l'on  obtiendra  la  somme  s  de  la  série,  en  faisant  la  somme 
des  valeurs  que  prend  ce  groupe,  quand  on  y  donne  à  n  toutes 
les  valeurs  entières  possibles.  De  même,  si  Ton  groupe  trois  par 
trois  les  termes  de  la  série  [10],  le  n*"^  groupe  sera  : 

ra.  _i_._i 1. 

^^^  4n  — 3~^4?i— I      2?i' 

et  Ton  obtiendra  la  somme  s'  de  la  série,  en  faisant  la  somme 
des  valeurs  que  prend  ce  groupe,  quand  on  y  donne  à  n  toutes 
les  valeurs  entières  possibles.  Or  l'excès  du  groupe  [f]  sur  le 
groupe  [a]  est  évidemment 

11,1  11 


4n — 2     2n  '  4n'  kn — 2     4n' 


ou  enfin  [y]  -  ( —- ). 

On  a  donc  identiquement,  quel  que  soit  n  : 
/     1       .       1  1 


\4n— 3  '  4n— 1      ! 

=(_! î_+^ î-UV-î i.\ 

\4/i  — 3      47Z  — 2^4?i  — 1       4?î/~2\2?i— 1      2nJ' 
Si  donc  on  donne  successivement  à  r^,  dans  cette  identité,  les 
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valeurs  1,  2,  3,  ...  n,  et  qu'on  ajoute  les  résultats  membre  à 
membre,  on  aura,  quel  que  soitn: 

^r— L_+_! ±) 

\kn  —  3~kn—l      In) 

_^/_i L_j_i lUisl'-i IV 

—  ^\kn—^     4n— 2"'"47i— 1      4ny^2     \2n  — 1      2n/ 

Siron  suppose  enfin  que  n  croisse  indéfiniment,  la  première 
somme  a  pour  limite  s',  et  la  seconde  5.  Quanta  la  dernière,  elle 

a  aussi  5  pour  limite,  puisque  (2^^-4)  ^^^^^^""  &^^"P^ 
de  la  série  [9],  quand  on  y  prend  les  termes  deux. 

Donc:  s'=s+-s, 

d'où:  s'^\s, 

3 
-Ainsi  la  somme  de  la  série  [10]  est  les  -  de  la  somme  de  la 

série  [9],  Il  n'est  donc  pas  permis  de  changer  l'ordre  des  termes 
d'une  série,  lorsqu'elle  n'est  pas  convergente  indépendamment 
des  signes  de  ses  termes. 

On  comprend,  en  effet,  que,  dans  te  cas  de  la  série  [9],  la 
somme  de  ses  termes  positifs  est  infinie,  ainsi  que  la  somme  de 
ses  termes  négatifs;  de  sorte  que  la  somme  de  la  série  est  la 
différence  de  deux  infinis,  quantité  tout  à  fait  indéterminée,  dont 
la  vraie  valeur  doit  dépendre  de  la  loi  suivant  laquelle  on  s'a- 
vance simultanément  dans  les  deux  séries. 

g  IV.  Étude  d'une  série  remarquable. 

27.  DÉFINITIONS  DE  6.  Parmi  les  séries,  dont  on  fait  usage  en 
analyse,  une  des  plus  remarquables  est  la  série 

[2]      ^  +  I  +  ï^  +  rX3  '   1.2   3.4  ■" ■'"1.2.3 1&""     . 

Nous  avons  vu  [1 1],  que  cette  série  est  convergente,  et  que,  si 
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Ton  s'arrête,  dans  la  sommation  des  termes,  au  terme  -r-^-^ -^ 

l'erreur  commise  est  moindre  que  -.  -r-irz — '■*  ^^  représente 

par  e  la  somme  de  la  série. 

La  somme  e  est  comprise  entre  2  et  3.  En  effet,  elle  est  plus 
grande  que  2  ;  et,  pour  prouver  qu'elle  est  inférieure  à  3,  il  suf- 
fit de  montrer  que  l'on  a  : 


1.2  '  1.2.3  '   1.2.3.4  •   •     •  •  1.2. 3. ...n 

inégalité  évidente,  si  l'on  remarque  que  les  termes  du  premier 
membre  sont  inférieurs  aux  termes  de  même  rang  de  la  pro- 
gression décroissante, 

2  +  22+2Î  + +  2""^ ' 


dont  la  somme  estr-f^r»  ^"  ^• 

28.  La  série  est  incommensurable.  En  effet,  supposons,  s'il 
est  possible,  que  l'on  ait  ; 

g       ^1^1. 2^1.2. 3^'"- 

1.1 

1^ > 


'   1.2.3...^  '   1.2.3.. .g(ç-)-l) 

p  eiq  étant  entiers.  Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  le 
produit  1.2. 3. ..g,  le  premier  membre  et  les  (î+1)  premiers 
termes  du  second  deviennent  des  nombres  entiers  :  et  si  l'on 
désigne  par  N  la  somme  de  ces  derniers,  il  vient  : 


=  N-|- 


1.2.3...(5  — l)p 

-L. L_.___J___ 

5+l^te+l)(5+2)^(î-hl)(5  +  2){^-f-3 
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D'ailleurs  la  somme  des  termes  qui  suivent  N  est  moindre  que 
la  somme  des  termes  de  la  progression  décroissante, 


'■T.+- 


c'est-à-dire,  moindre  que  -;  elle  est  donc  une  fraction  propre- 
ment dite.  Un  nombre  entier  serait  donc  égal  à  un  nombre  en- 
tier augmenté  d*une  fraction;  ce  qui  est  absurde.  Donc  la  série 

e  ne  peut  être  égale  à  une  fraction  -;  elle  est  incommensurable. 

29.  Calcul  de  e  avec  20  décimales.  Le  calcul  de  la  valeur  nu- 
mérique de  e  en  fraction  décimale  ne  peut  se  faire  qu'avec  une 
certaine  approximation  (28).  On  commet  une  première  erreur 
en  s'arrêtant,  dans  la  sommation  de  la  série,  à  un  terme  d'un 
certain  ordre,  et  en  négligeant  tous  ceux  qui  le  suivent.  On  en 
commet  une  seconde^  en  réduisant  en  fractions  décimales  les 
termes  que  l'on  conserve  :  car  aucun  d'eux,  à  l'exception  des 
trois  premiers,  ne  se  convertit  exactement.  Or,  on  calcule  que 
l'on  a  : 

412  1  ^20 


1.2. 3. ...20*^102^'       1.2. 3. ...21  ^10*" 

donc  la  première  erreur,  commise  en  s'arrêtant  au  22°»«  terme, 
est  (27)  moindre  que  —  de  yôTi?  ou  que  y-^^.  Si  l'on  calcule  cha- 
cun des  19  termes  qui  suivent  les  trois  premiers,  avec  22  chif- 
fres décimaux,  la  seconde  erreur  sera  inférieure  à  19  unités 

2 
du  22"*  ordre  décimal,  et  par  suite  àr--^.   L'erreur  totale  sera 

3 
donc  moindre  que-— ^,  et,  à  plus  forte  raison,  qu'une  unité  du 

20""  ordre  décimal.  Voici  les  valeurs  de  ces  22  termes  avec 
22  chiffres  décimaux. 
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2, 

0,5 

0,16666  66666  66666  66666  66 
0,04166  66666  66666  66666  66 
0,00833  33333  33333  33333  33 
0,00138  88888  88888  88888  88 
0,00019  84126  98412  69841  26 
0,00002  48015  87301  58730  15 
0,00000  27557  31922  39858  90 
0,00000  02755  73192  23985  89 
0,00000  00250  52108  38544  17 
0,00000  00020  87675  69878  68 
0,00000  00001  60590  43836  82 
0,00000  00000  11470  74559  77 
0,00000  00000  00764  71637  31 
0,00000  00000  00047  79477  33 
0,00000  00000  00002  81145  72 
0,00000  00000  00000  15619  20 
0,00000  00000  00000  00822  06 
0,00000  00000  00000  00041  10 
0,00000  00000  00000  00001  95 


2,71828  18284  59045  23535  84 
Ainsi    6=2,71828  18284  59045  23536... 

RÉSUMÉ. 


I.  Ce  que  comprend  le  complément  des  éléments  d'Algèbre.  —  2.  Ce 
qu'on  appelle  série  :  terme  général  d'une  série.  —  5.  Ce  qu'on 
nomme  série  convergente  ou  divergente  :  somme  d'une  série  conver- 
gente. —  4.  Une  progression  par  quotient  est  convergente,  que;  d  la 
raison  est  plus  petite  que  l'unité,  divergente  dans  le  cas  contraire. — 
S.  Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  faut  que  ses  termes  décrois- 
sent indéfiniment  ;  mais  la  condition  n'est  pas  suffisante.  —  6.  Carac- 
tère général  des  séries  convergentes.  —  7.  Procédé  ordinaire  pour  dé- 
cider si  une  série  est  convergente.  —  8.  Une  série,  à  termes  positifs,  est 
convergente,  lorsque  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est,  à  partir 
d'une  certaine  limite,  moindre  qu'un  nombre  fixe  plus  petit  que  1.  — 
9.  Comment  on  applique  le  théorème,  quand  le  rapport  a  une  limite. — 
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10.  Limite  de  l'erreur  commise,  quand  on  s'arrête  à  un  certain  terme. 

—  li.  Applications.  —  12.  Cas  où  la  série  est  ordonnée  suivant  les 
puissances  d'une  variable.  —  15.  Une  série,  à  termes  positifs,  est  con- 
vergente, lorsque  \jun  est,  à  partir  d'une  certaine  limite,  plus  petit 
qu'un  nombre  fixe  inférieur  à  1.  —  14.  Comment  on  applique  le 
théorème.  — IS.  Limite  de  l'erreur  commise. — 16.  Si  les  termes  d'une 
série  Wo-|-w, -f-Wa -[-••••  vont  constamment  en  diminuant,  celte  série 
est  convergente  ou  divergente,  en  même  temps  que  la  série  Wo-|-2u, 
'\-k.u^-\-^u,-\-..  .  —  17.  Applications.  —  18.  Remarque. —  19.  Une 
série  est  convergente,  lorsqu'à  partir  d'un  certain  terme,  le  rapport  de 

log—  à  log  n  est  constamment  supérieur  à  un  nombre  fixe  plus  grand 

Un. 

que  1. —  20.  Comment  on  applique  le  théorème.  —  21.  Remarques. 

—  22.  Lorsqu'une  série  n'a  pas  tous  ses  termes  positifs,  elle  est  con- 
vergente, si  elle  reste  convergente,  quand  on  donne  le  même  signe  à 
tous  ses  termes.  —  23.  Une  série,  dont  les  termes  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  est  convergente,  quand  les  termes  décroissent  in- 
définiment. —  24.  Limite  de  l'erreur  commise.  —  23.  Application.  — 
2G.  On  ne  peut  pas  toujours  considérer  une  série  comme  la  différence 
entre  la  somme  de  ses  termes  positifs  et  celle  de  ses  termes  négatifs. 
Exemple  remarquable.  —  27.  Définition  de  la  série  e.  —  28.  e  est  in- 
commensurable. —  29.  Calcul  de  e  avec  20  décimales. 


Prouver  que  la  série 


EXEIlGIGES. 


est  convergente,  en  appliquant  le  théorème  II  (n°  13). 

II.  Si  la  série  t/o+  w,  +  wj-f- +m„  + ,  est  convergente,  il  en  est  de 

môme,  quels  que  soient  les  signes  de  ses  termes,  de  la  série 

EoWo  +  E,M,  -f +  E„u„  +....; 

E«,  E,,  .. ..  E»,  . . .,  écant  des  nombres  positifs  décroissants. 

III.  Prouver  que  la  série  : 

J_      J_     J_  t 

1. 2"^2. 3+3. 4+-"-+;;r(M^f)  ■*■••••» 

«st  convergente  et  que  sa  limite  est  1. 
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IV.  Prouver  que  la  série 


2.4'^4.6"'~6.8  "T"--*-"^  2n(2n+2)^  **•'» 

est  convergente ,  et  que  sa  limite  est  -. 
Y.  On  a  identiquement  : 

^=arctgl— arc  tg  -+ arc  tg -— arc  tg-+ arc  tg -— arc  tg- + 
en  conclure  : 

^=arc  tg  i+ arc  tg^4- arc  tg^  +  ....+arctg —,  +  ...< 


VI.  Prouver  que  la  série 


*^3iog3iIoglog3)* nIog?i  (loglogn)' 


2  log  2  (log  log  2) 

est  convergente,  (l'ian,!  a  est  supérieur  à  1 ,  et  divergente,  quand  a^^l. 
On  applique  le  théorème  III  (16). 
VII.  Prouver  que  les  deux  séries 

aua  +  ahia^  -\-  ahia^  +....+  a"Wa"  +  . . . . , 
sont  convergentes  et  divergentes  ensemble  (Règle  donnée  par  Cauchy). 

Ce  tliéorè.r.e  est  une  généialisation  du  théorème  III  (16),  et  se  démontre  par 
un  raisonnement  analogue. 

VIJI.  Prouver  qu'une  série 

W0+W1+W2+....  +Wn+  .... 

est  convergente,  lorsqu'à  partir  d'une  certaine  limite,  le  rapport  de  log  — 

au  logarithme  de  log  n  tend  vers  une  limite  plus  grande  que  1 ,  et  qu'elle  est 
divergente,  quand  le  rapport  tend  vers  une  limite  p'.us  petite  que  1. 

IX.  Si,  dans  une  série,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  représenté  par 
la  formule  ] 

dans  laquelle  p  est  entier  et  positif,  et  A,  B,  G,....  a,  b,   c,....  sont  des 
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nombres  constants  donnés  :  1°  les  termes  croissent  sans  limite,  si  A--a>Oj 
et  décroissent  indéfiniment,  si  A  —  a  <0. 

On  compare  la  série  à  une  autre,  dont  le  terme  général  v»=^-^,   h  étant 

un  nombre  positif  convenablement  choisi. 

2°  Si  A— a=0,  les  termes  croissent,  sans  dépasser  une  certaine  limite,  si 
B — &>0;  ils  diminuent,  sans  atteindre  zéro,  si  B— &<0.  Dans  ce  cas,  la 
convergence  est  impossible. 

/   n    \^ 

On  compare  la  série  à  une  autre ,  dont  le  terme  général  est  r»  =  (    ]  w«, 

h  étant  un  nombre  positif  convenablement  choisi  :  les  termes  de  celle-ci  sont 
plus  grands  que  ceux  de  la  première,  et  vont  en  diminuant,  quand  B  —  b  >0. 

3°  Si  A  — a <  0,  mais  A  —  a-}- 1«^  0,  la  série  est  divergente. 

On  compare  la  série  à  une  série  divergente,  dont  le  terme  général  est 
Vn=Un{n — h) ,  h  étant  convenablement  choisi. 

4°  Si  A —  a+  1  ^.O,  la  série  est  convergente. 

*  ht' 

On  prouve  que,  dans  ce  cas,  on  a-^<^~    ~    ,  h  étant  positif  et  conve- 

Un  n 

nablement  choisi;  que,  par  suite,  Wm+i+ WM+2+Mnt?+ •  •••   est  plus  petit  que 

n—h~l      {n-h  —  l)  jn  —  h)      (n~h^l)  jn—h)  (ti-h  +  l)  ï 

"^        n       "^  n(n+l)  "^  n(n+l)(n  +  2)  +•••( 

On  prouve  enfin,  que  les  (p  +  2)  premiers  termes  de  la  série,  entre  parenthèses, 
ont  pour  somme 

n— 1     jn  —  h—l)  (n  — /t)  ....  jn—h+p) 
h  hn{n+l)....{n+p)  ' 

n  — 1 
que  cette  série  est  convergente ,  et  a  pour  limite  -r--,  ^quand  p  croît  indéfini- 

niment. 
Il  résulte  de  là  que,  pour  qu'une  série  soit  convergente,  lorsque  le  rapport 

-^  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  fraction  rationnelle  (a),  il  faut  et  il 

Un 

suffit  que  (A  — a  +  1)  soit  inférieur  à  zéro  :  il  n'y  a  pas  de  cas  douteux.  Cette 
règle  a  été  donnée  par  Gaus. 


CHAPITRE  IL 

COMBINAISONS  ET  FORMULE  DU  BINOME. 

§  I.  Des  combinaisons. 

50.  Définitions.  On  nomme  combinaisons,  n  à  n,  de  m  objets 
distincts,  les  différents  groupes  que  l'on  peut  former  avec  n  de 
CCS  objets;  il  est  utile  d'en  calculer  le  nombre. 

La  question  peut  être  considérée  sous  deux  points  de  vue,  sui- 
vant que  l'on  regarde  ou  non,  comme  distincts,  les  groupes, 
qui,  étant  composés  des  mêmes  objets,  diffèrent  seulement  par 
l'ordre  dans  lequel  on  les  place. 

Dans  le  premier  cas,  les  combinaisons  reçoivent  le  nom  d'ar- 
rangements ;  et  dans  le  second,  celui  de  produits  différents, 

51.  Nombre  DES  arrangements.  Calculons,  d'abord,  le  nom- 
bre des  arrangements  distincts  de  ra  objets  pris  nkn.  Désignons 
ce  nombre  par  A„;  et  représentons  par  An-i  celui  des  arrange- 
ments des  mêmes  objets,  (n—  1)  a  (n —  1).  Si  tous  les  arrange- 
ments (n~l)  à  {n —  1)  étaient  formés,  en  plaçant  successive- 
ment, à  la  suite  de  chacun  d'eux,  les  [m  —  {n—  1)]  objets  qui  n'y 
entrent  pas,  on  formerait  des  arrangements  w  à  n,  dont  le  nom- 
bre serait 

A„-i[w— (n— 1)],      ou      A„_i(m— n-j-l); 

car  chaque  arrangement  (n — 1)  à  (n— 1)  fournit,  de  cette  ma- 
nière, [m— (n—1)]  arrangements  n  à  ?i.  Je  dis  que  An-i[m— (?i— 1)] 
est  précisément  le  nombre  des  arrangements  n  à  n;  et  pour 
cela,  il  faut  montrer  qu'ils  ont  tous  été  formés,  et  que  chacun 
d'eux  ne  l'a  été  qu'une  seule  fois. 

1°  On  a  obtenu  tous  les  arrangements  nhn',  car  on  peut  for- 
mer tout  arrangement  de  n  obje-ts,  en  plaçant  le  dernier  d'entre 
eux  à  la  suite  de  l'arrangement  formé  par  l'ensemble  des  (n—  1) 
autres. 

2°  Un  même  arrangement  n'a  pu  être  formé  qu'une  fois;  car, 
les  arrangements  (n—  1)  à  (?z—  1)  étant  distincts,  ainsi  que  les 
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(w— n+ 1)  objets  que  l'on  place  à  la  suite  de  chacun  d'eux,  les 
groupes  que  l'on  forme  diffèrent,  soit  par  les  (n— 1)  premiers 
objets,  s'ils  proviennent  de  deux  arrangements  (n—  1)  à  (n~  1) 
différents;  soit  par  le  dernier,  s'ils  proviennent  du  môme  arran- 
gement (n—  1)  à  (n  —  1). 
On  a  donc  la  relation  : 

An=(m~n  +  l)An-i. 

Cette  relation  étant  démontrée  pour  une  valeur  quelconque 
den,  on  aura  de  même,  en  désignant  par  An-2,  A„_3....  A„  le 
nombre  des  arrangements  (n— 2)  à  (n— 2),[(n  —  3)  à  (n— 3),... 
un  à  un  : 

A„_i  =  (m  — n  +  2)An-8, 

An-2  =  (m— n  +  3)  An-3, 

Aa     =(m— l)Ai. 

Si  Ton  multiplie  ces  égalités  membre  à  membre,  les  facteurs 
A„-.i,  An-2,....  As  disparaissent;  et  il  vient,  en  remarquant  que 
le  nombre  A^  des  arrangements  1  à  1  est  m  ; 

[1]    A„=m(m— l)(m~- 2)....(m  — ?î4-2)(m  — n+1). 

Ainsi,  le  nombre  des  arrangements  de  m  objets  distincts  n  an  est  égal 
au  produit  de  n  facteurs  entiers,  consécutifs^  décroissants,  à  partir 
de  m. 

52.  Nombre  des  permutations.  La  formule  précédente,  si  on  y 
suppose  n= m,  fera  connaître  le  nombre  des  arrangements  de 
m  lettres  m  km.  Ces  arrangements,  dans  lesquels  figurent  toutes 
les  lettres,  se  nomment  des  permutations.  En  désignant  leur 
nombre  par  P„„  on  a  : 

[2]  P„=1.2.3....m, 

puisque,  pour  m=n,{m  —  n+l)  devient  égal  à  l'unité. 

Ainsi,  le  nombre  des  permutations  de  m  objets  distincts  est  égal 
au  produit  des  m  premiers  nombres  entiers. 

55.  Nombre  des  produits  différents.  Les  produits  différents 
de  m  objets,  n  à  n,  sont  les  groupes  distincts  que  l'on  peut  former, 
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avec  ces  m  objets,  en  regardant  comme  identiques  ceux  qui  ne 
diffèrent  que  par  l'ordre  des  objets.  On  réserve  souvent  à  ces 
produits  le  nom  de  combinaisons. 

Représentons  par  Cn  le  nombre  de  ces  produits.  Imaginons 
qu*on  les  considère  tous  ensemble,  et  que  l'on  forme  les  permu- 
tations des  n  objets  contenus  dans  chacun  d'eux  ;  les  groupes, 
ainsi  formés,  seront  des  arrangements  de  m  objets  donnés  n  à  n. 
Or,  je  dis  qu'ils  y  seront  tous,  et  chacun  une  seule  fois. 

1<>  Ils  y  seront  tous  ;  car  les  objets  qui  forment  un  arrange- 
ment, étant  considérés  indépendamment  de  leur  ordre,  compo- 
sent l'un  des  produits  différents  ;  et,  lorsque  l'on  permutera  de 
toutes  les  manières  les  objets  qui  composent  ce  produit,  l'un  des 
groupes  ainsi  formés  sera  l'arrangement  considéré. 

2'»  Chaque  arrangement  sera  formé  une  seule  fois;  car  les  ar- 
rangements, qui  proviennent  d'un  même  produit,  diffèrent  par 
l'ordre  des  objets  ;  et  ceux  qui  proviennent  de  deux  produits  dif- 
férents, ne  sont  pas  composés  des  mêmes  objets. 

On  peut  donc  obtenir  toute  la  série  des  arrangements,  en  per- 
mutant les  produits  différents,  de  toutes  les  manières  possibles. 
Or,  chaque  produit  fournit  ainsi  1 .2.3....?z  arrangements  dis- 
tincts; le  nombre  total  des  arrangements  An  est  donc  égal  au 
nombre  des  produits  Cn, multiplié  par  1.2.3....n;  et  l'on  a, par 
conséquent  : 

An  =  Cn.l.2.3....n: 

d'où,  en  remplaçant  An  par  sa  valeur  [1  ]  : 

.„,             p  __ m(m  —  1) (m  — 2) . . .,{r)i—n+  1) 
l-^J  ^""  1.2.3....n 

K\n%\  le  nombre  des  produits  différents  de  m  objets  ,  n  à  n,  est 
égal  au  produit  de  n  nombres  entiers ^  consécutifs, décroissants  à  partir 
de  m,  divisé  par  le  produit  des  n  premiers  nombres  entiers. 

54.  Remarque  I.  La  formule  précédente  peut  se  mettre  sous 
une  forme,  que  l'on  trouve  quelquefois  plus  commode.  Si  l'on 
multiplie,  en  effet,  par  1.2.3....  (m  —  n)  les  deux  termes  de  la 
fraction  qui  représente  C„,  elle  devient  : 

j-, .    p   1.2. 3. ...(m  —  n){m  —  n~{-  !)(???,  —  n-f-2)  ...m 

^  ^      "~  1.2....7i.l.2....(m  — n)  ' 
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en  sorte  que ,  au  numérateur  se  trouve  le  produit  des  nombres 
entiers  depuis  1  jusqu'à  r?i,  et  au  dénominateur  le  produit  des 
nombres  entiers  depuis  1  jusqu'à  (?n — n),  et  le  produit  des  nom- 
bres entiers  de  1  à  n. 

Remarque  II.  La  formule  [4]  reste  évidemment  la  môme, 
si  l'on  change  n  en  (m  —  n)  ;  cette  substitution  aura  seulement 
pour  effet  de  cbanger,  l'un  dans  l'autre  ,  les  facteurs  1.2....  n, 
et  1.2....  (m  — n)  du  dénominateur. 

Le  nombre  des  produits  différents  de  m  objets  n  à  n,  est,  par  con- 
séquent ^  le  même  que  celui  de  m  objets  (m  —  n)  à  (m  —  n). 

L'égalité  de  ces  deux  nombres  est,  d'ailleurs,  évidente,  à  priori. 
Si  en  effet,  dans  m  objets,  on  prend  un  groupe  de  n,  il  restera 
un  groupe  de  (m — n)  :  les  groupes  ou  produits  n  à  n  et  (m  —  n)  à 
(m  —  n)  se  correspondent  donc  deux  à  deux,  et  sont,  par  con- 
séquent, en  môme  nombre. 

53.  Remarque  Ilf.  Le  nombre  des  produits  différents  de  m  objets 
n  à  n  est  égal  à  la  somme  des  nombres  de  produits  différents  de 
(m — 1)  objets  n  an,  etde{m—  l)  objets  {n—  l)à  (n—  1).  Cînpeut, 
en  effet,  partager  les  produits  différents  de  m  objets  n  à  n  en 
deux  groupes,  l'un  composé  des  produits  qui  ne  contiennent 
pas  un  certain  objet,  et  l'autre  composé  de  ceux  qui  le  renfer- 
ment. Or  les  premiers  sont  évidemment  tous  les  produits  diffé- 
rents des  (m  —  1)  autres  objets  n  à  n  ;  et  si,  dans  les  autres,  on 
supprime  l'objet  dont  il  s'agit,  ils  deviennent  les  produits  des 
(m  —  1)  autres  objets  (n  —  1)  à  (n  —  1). 

On  vérifie,  d'ailleurs,  directement  ce  théorème  à  i  aide  ae  la 
formule  [3]. 

56.  Remarque  IV.  Le  nombre  Gn  est  nécessairement  entier  • 
la  formulé  [3]  prouve  donc  que  le  produit  de  n  nombres  entiers 
consécutifs  est  divisible  par  le  produit  des  n  premiers  nombres  en- 
tiers. 

§  II.  Formule  du  binôme  de  Newton. 

57.  Produits  de  n  binômes  qui  diffèrent  par  le  second 
terme.  Nous  avons  vu  (I,  42),  que  le  produit  d'un  nombre  quel 
conque  de  polynômes  est  la  somme  de  tous  les  produits  que  l'on 
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peut  former,  en  prenant  pour  facteur  un  terme  de  chacun 
d'eux. 

Appliquons  celte  règle  à  la  formation  du  produit  de  m  bi- 
nômes, ayant  môme  premier  terme, 

ix+a){x  +  b){x+c)...,{x  +  l). 

Si  nous  ordonnons  ce  produit  suivant  les  puissa  nces  décrois- 
santes de  Xf  il  est  évident  que  le  premier  terme  se  ra  a?*",  produit 
formé  en  prenant,  comme  facteurs,  les  m  premiers  termes  des 
binômes. 

Le  terme  en  a?*"-^  se  comp  osera  des  produits  dans  lesquels  on 
prendra,  comme  facteurs,  les  premiers  termes  de  (m—  1}  binô- 
mes, avec  le  dernier  terme  du  binôme  restant  ;  et  le  coefficient 
de  a?"*-*  sera,  par  conséquent,  la  somme  des  seconds  termes  de 
nos  binômes. 

Le  terme  en  x"^"^  se  composera  des  pro  duits  dans  lesquels  on 
prendra,  comme  facteurs,  les  premiers  termes  de  (w —  2)  binô- 
mes et  les  derniers  termes  des  deux  binômes  restants.  Le  coeffi- 
cient de  x"^^  sera,  par  conséquent,  la  somme  des  produits  deux 
à  deux  des  seconds  termes. 

On  verra  de  même  que  le  coefficient  de  o;"^'  est  la  somme 
des  produits  trois  à  trois  des  seconds  termes;  et  qu*en  général, 
le  coefticient  de  a?"*-"  est  la  somme  de  leurs  produits  nkn. 

On  écrit  souvent  ce  résultat  de  la  manière  suivante  : 

[l]  {x  +  a){x  +  b){x  +  c),„.(x  +  k){x+l) 

=  x"'+x'^-'I,a+af^^lKib+x'^-'Iabc-{'.... 

-f  ic"*-"2a6c. . .  .p  + . . . .  a6c. . .  ./c^  ; 

en  représentant  par  2a,  2a5,  2a6c....  la  somme  des  seconds 
termes,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  trois  à 
trois,  etc. 

38.  Formule  du  binôme.  Pour  déduire  de  ce  qui  précède  Tex- 
pression  de  (oî-t-a^)*',  il  suffit  de  supposer  a  =  b  =  c  =  ,.„  =  l; 
le  développement  se  simplifie  alors  notablem  ent. 

Le  premier  terme  reste  égal  à  a?*". 

Le  coefficient  de  a?"*-^  égal  à  la  somme  des  seconds  termes, 
devient  égal  à  ma 
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Le  coefficient  de  aj'^^  égal  à  la  somme  des  produits  deux  à 
deux  des  seconds  termes,  devient  égal  à  a*  multiplié  parle  nom- 
bre de  ces  produits,  c'est-à-dire  (55)  à 

rn^m— 1) 
2        ""' 

Le  coefficient  de  a?*^',  égal  à  la  somme  des  produits  trois  à 
trois  des  seconds  termes,  devient  égal  à  à?  multiplié  par  le  nom- 
bre de  ces  produits,  c'est-à-dire  à 

m[m—  \){m — 2)  3 
1.2.3  ^' 

En  général,  le  coefficient  de  x"^-^,  qui  est  la  somme  des  pro- 
duits p  à  p  des  seconds  termes,  devient  égal  à  a^  multiplié  par  le 
nombre  de  ces  produits,  c'est-à-dire  à 

m(m— l)....(m  — p-f  1)^, 

On  a  donc,  enfin  : 

^  ,  ,  m  [m —  1)  „  ^  „  , 
[2]     (a;-}-  a)"*  =  a;"'  +  maa;*"-*  -| ^2 —  ^  «^     +  •— 

.  mim — l)....(m  —  p4-l)   „  «  „  ,  ,     ^ 

'  •     1.2....p 

C'est  la  formule  du  binôme  de  Newton. 

59.  Remarque  L  On  voit  que,  dans  le  dévelopement  de 
(ic-f  a)*",  l'exposant  de  œ  va  en  diminuant  d'une  unité  depuis  m 
jusqu'à  zéro,  et  celui  de  a  va  en  augmentant  d'une  unité  de 
puis  0  jusqu'à  m;  de  sorte  que,  dans  chaque  terme,  la  somme 
des  deux  exposants  est  constante  et  égale  à  m.  Le  nombre  des 
termes  du  développement  est  {m-{- 1). 

On  nomme  terme  général^  celui  qui  en  a  n  avant  lui;  en  le  dé- 
signant par  Tn,  on  a  : 

ro  _m(m-l)(m-2)....(m-n+l) 

t^J        ^'^- 1.2.3....n  ""^      • 
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40.  Remarque  II.  Si  l'on  désigne  par  T„_i  le  terme  qui  pré- 
cède T„,  on  trouve  aisément  : 

Or  (m — n-f-  1)  est  l'exposant  de  x  dans  T„_i,  et  n  est  le  nombre 
qui  marque  le  rang  de  ce  terme.  Donc,  pour  passer  du  terme  de 
rang  n,  au  terme  de  rang  (n  -\-  1),  on  multiplie  son  coefficient  par 
rexposant  de  x  dans  ce  terme^  et  on  le  divise  par  le  nombre  qui  mar- 
que son  rang,  puis  on  augmente  d'une  unité  l'exposant  de  a,  et  on 
diminue  d'une  unité  celui  de  x. 

41.  Remarque  III.  Le  coefficient  de  a^x"^-^  est  le  nombre  des 
produils  différents  de  m  lettres p  k  p;  et  celui  de  a^^-^x  est  le 
nombre  des  produits  différents  de  m  lettres  (m  —  p)  à  (m — p). 
Or  ces  nombres  sont  égaux  (54).  Donc,  dans  le  développement  de 

x  +  a)"*,  les  coefficients  des  termes^  situés  à  égale  distance  des  extrê- 
mes sont  égaux. 

42.  Remarque  IV.  Le  rapport  du  coefficient  de  T„  à  celui  de 

7)1 ?î-|-  1       .,  ,,1 

_i  est  ;  d  commence  par  être  plus  grand  que  1 ,  si 

n 

m  est  au  moins  égal  à  2  :  puis  il  diminue,  à  mesure  que  n  aug- 
mente, et  il  finit  par  être  égal  à—,  quand  n=:m.  Tant  qu'il 

reste  plus  grand  que  1,  les  coefficients  vont  en  croissant:  s'i 
devient  égal  à  1  pour  une  certaine  valeur  de  n,  deux  coefficients 
consécutifs  sont  égaux  ;  et  lorsqu'il  est  inférieur  à  1,  les  coeffi- 
cients vont  en  diminuant.  Or  la  condition 


équivaut  à 


n 

m+1 


Donc,  tant  que  n  est  inférieur  à  la  moitié  du  nombre  (m  +  1)  des 
termes,  ccst-à-dire  tant  quon  na  pas  formé  la  moitié  du  nombre 
total  des  termes ^  les  coefficients  croissent  :  ils  décroissent  dans  la 
seconde  moitié  du  développement, 

Alg.  sp.  B  3 
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45.  Remarque  V.  On  n'a  fait  aucune  hypothèse  sur.e  signe 
des  nombres  x  et  a;  a  peut  donc  avoir  une  valeur  négative  —  h; 
et  Ton  a,  par  conséquent  : 

1  «2 

ou,  en  remarquant  que  les  puissances  paires  de  ( — h)  sont 
égales  à  celles  de  h,  et  que  les  puissances  impaires  sont  égales 
et  de  signes  contraires  : 

[5]  (a;— fc)"*=a;*"--m6a;"'-^+^^7T^^  è^^»"-*  — 

m  {m  —  \)(m — 2) 


1.2.3 


h^x'^-^-\-,.,.zt.h'^\ 


le  signe  du  dernier  terme  étant  +  si  w  est  pair,  et  —  si  m  est  im- 
pair. 

44.  Remarque  VI.  Si,  dans  la  formule  [2],  on  fait  0?=  1,  a=  1, 
on  a  : 

om_-.   I  ^   I  ^(w— 1)  ,  y?i(m— l)(m— 2)  ,         ,w    ,   ,. 
^  -^"^T"^        1:2        *  1X3  h-.i-Yi-i. 

Ainsi  la  somme  des  coefficients  du  développement  est  égale  à  2*". 

43.  Remarque  VII.  Si,  dans  la  formule  [5],onfaita;  =  l,6=l, 
on  a  : 

m^^m(m — 1)      m(m — \){m — 2)  . 

T"^     m  1.2.3     '^"" 

Donc  la  somme  des  coefficients  de  rang  pair  est  égale  à  la  somme 
des  coefficients  de  rang  impair. 

4G.  Remarque  VllI.  Il  existe,  entre  les  coefficients  des  di  • 
verses  puissances  du  binôme,  des  relations  nombreuses; 
nous  ferons  connaître  la  plus  simple,  dont  on  fait  un  fréquent 


Soit  : 
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le  développement  delà  puissance  m'"*  d*un binôme,  dans  lequel 
on  a  fait,  pour  abréger  : 

__m(m—l)  (m — 2)... .(m — n+1) 
^"""  1.2.3....n  • 

Multiplions  les  deux  membres  de  Tégalité  par  (x  +  a);  nous  au- 
rons, en  effectuant  la  multiplication  du  second  membre,  d'après 
la  règle  ordinaire  : 

et  l'on  voit  que  chacun  des  coefficients  du  développement  de 
(x+a)*""*"*  s'obtient  en  ajoutant  le  coefficient  de  même  rang  et  h 
précèdent  dans  le  développement  de  (x  +  a)"*.  On  pourrait  d'ailleurs 
vérifier  directement,  que  l'on  a  : 

m. (m — l)....(m — ?i-|-l)   ,   m.{jn  —  l)....(m — n-f-2) 
^^  1.2....n  '  1  .2....(n— 1) 

(m-j- l)*î^---.('^  — '^  +  2) 


§  III.  Développement  de  {a-\-b\J—ïY*' 


47.  Puissances  successives  de  y/  —  !.  Pour  développer 
(a+6v/ — l)*",  il  faut  appliquer  la  formule  du  binôme  qui,  ré- 
sultant de  la  multiplication,  est  démontrée,  d'après  nos  conven- 
tions (I,  2G1),  pour  les  expressions  imaginaires.  Il  est  néces- 
saire déformer  d'abord  les  di  verses  Duissances  de  v/  —  1.  Or,  en 
a,  d'après  nos  conventions  : 

(\/3î)»=v^=T, 
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et,  en  général, 

(  (sf—iy^-^ = s/~ ,    (v/^n)^'^« = - 1 , 

48.  DÉVELOPPEMENT  DE  (a -\- b  \/  —  l)"».  D'après  cela,  on  a  : 

(a  +  6 v/"^"T)«  =  a-  +  7na«-*  6  y/^^^  -  ^^^^T^^  «'"~'^' 

1  •  z 

m(m--l)(m-2)  — ^     m(m-l)(m-2)(m-3) 

1.2.3  ^      ^V— 1+  1.2.3.4  ao-[-.... 

Les  termes,  dans  lesquels  Texposant  de  b  est  pair,  sont  réels;  ils 
sont  les  mêmes  que  ceux  du  développement  de  (a-f-6)*",  avec 
celte  différence  qu'on  doit  leur  donner,  alternalivemenl,  le  signe 
+  el  le  signe  — .  Les  termes,  dans  lesquels  b  a  un  exposant  im- 
pair, ont  tous  s/  —  l  en  facteur,  et  sont,  à  cela  près,  les  mômes 
que  ceux  du  d'.^veloppement  de  (a  -f-  ^r,  auxquels  on  aurait 
donné,  alternativement,  le  signe  -f  et  le  signe  — . 
On  réunit  ordinairement  les  termes  imaginaires,  et  l'on  écrit  : 

[8]  .  Ça+b^/~~'])- 

Si  l'on  désigne  par  P  la  partie  réelle  et  par  Q  le  coefficient  de 
y/  —  1,  on  a  donc  : 

(a + ?,  v/'^=n:)'» = P + Q  y/'rnr. 

Ainsi  es  puissances  d'une  expression  imaginaire  sont  des  exprès» 
sions  imaginaires  de  même  forme, 

li  est  facile  de  voir  qu'on  a  : 

(a  —  &  y/ZTÎ  )»"  -  =  p  —  Q  ^"ITT. 

49.  Remarque.  (a+  ô  y'—  i)*"  peut  être  réel,  sans  que  b  soil 
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nul.  Il  suffit,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  les  termes  imaginaires 
se  détruisent.  On  a,  par  exemple  : 

(l  +  v/3.v/'^^>=-8. 

§  IV.  Puissance  d'un  polynôme. 

SO.  Développement  de  la  puissance  7n"'=  d'un  trinôme.  Un  tri- 
nôme (a  +  6  +  c)  peut  L'Ire  considéré  comme  un  binôme,  si  l'on 
regarde  les  deux  premiers  termes  {a-\-b)  comme  réunis  en  un 
seul.  On  aura  alors  ; 

,  m(m — l)....(m  —  V-]-\)  ,     •   . n«  „  „  .  i    «. 

+ . . . H — ^ i.^i.,..p  (^  +  ^)   '^'+ . . . +c«. 

Si  l'on  développe  les  diverses  puissances  de  (a+è)  qui  figu- 
rent dans  le  second  membre,  on  obtiendra  une  somme  de 
termes  de  la  forme  a^fe^c-,  dans  lesquels  la  somme  des  expo- 
sants a,  p,  Y;  sera  constamment  égale  à  m.  Car,  si  l'on  consi- 
dère, par  exemple,  ceux  qui  proviennent  du  terme 

ï.2.,..p  \   ^   ^         ' 

ils  contiennent  le  produit  de  c^  par  des  puissances  de  a  et  6  dont 
les  exposants  ont  une  somma  égale  à  (m  -  p)  ;  de  sorte  que  les 
trois  exposants  réunis  forment  une  somme  égale  à  m. 

Réciproquement,  a,  p,  y,  étant  trois  nombres  entiers  quelcon- 
ques, dont  la  somme  soit  égale  à  m,  il  y  aura  dans  le  développe- 
ment un  terme  en  a'^b^c'^  :  car,  dans  [9],  se  trouve  le  terme 

m(^-l)       (m-r+l)  (^^  j)..,^, 
1.2... .Y  NI/ 

et  le  développement  de  {a-\-b)"*-^  contient  un  terme,  dans  lequel 
a  figure  avec  l'exposant  a,  et  b,  par  conséquent,  avec  l'exposant 

(771  —  Y  —  «)  OU  p. 

31.  Terme  général  du  développement.  Cherchons  le  coeffî- 
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cient  de  ce  terme  en  a*  b^  cf  :  il  provient,  comme  nous  l'avons 
dit,  de 

1.2.. ..Y  ^       »      ' 


Y 
ce  qui  peut  s'écrire  (35)  : 

1  .2... .m 


(a+ô)"'-ïcT. 


1.2... .Y. 1.2. ...(m— y) 

Or,  dans  le  développement  de  (a  +  5)"»-^,  le  coefficient  de  a«6^-Tf-» 
est  égal  à 

1.2. ...(m— y)  ^ 

1.2.. ..a.  1.2....  (m — Y — «)" 

Le  terme  demandé  est  donc  : 

1.2....m.l.2....(m— y) .a^^^-f-^cT- 

1.2....Y.1.2....(m-Y)  1.2....a.l.2....(m— Y— «)' 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  1.2...,  (m  — y)>  et  rempla- 
çant (m—Y— «)  P^ï"  P> 

1.2. ...m  ^,8^ 

^^^^  1.2... .a. 1.2. ...p. 1.2. ...Y 

et  le  développement  se  compose  de  tous  les  termes  analogues, 
qui  correspondent  à  toutes  les  valeurs  de  a,  p,  y,  dont  la  somme 
soit  égale  à  m. 

52.  Remarque.  On  trouvera  sans  peine,  par  un  procédé  tout  à 
fait  analogue,  que  le  développement  de  {a+b  +  c  +  d^  a  pour 
terme  général 

L^^J       1.2....a.l.2....fi.l.2....Y..2....S 

et  se  compose  de  tous  les  termes  analogues,  qui  correspondent 
à  toutes  les  valeurs  de  a,  p,  y,  5,  dont  la  somme  soit  égale  à  m. 
On  doit  observer  que,  si  Ton  veut  faire  représenter  à  ce  terme 
général  tous  les  termes  du  développement,  sans  exception,  i 
faut  convenir  que,  pour  a=0,  on  prendra  le  produit  1 .2.3....a=l 
La  même  remarque  s'applique  à  la  formule  précédente. 
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$  V.  Limite  de  (  1  -\ — J   ,  quand  m  croît  indéfiniment. 

S3.  Théorèmes  sur  les  limites.  P  Lorsqu'une  quantité  variable 
A  tend  vers  une  limite  I,  le  produit  pA  de  cette  quantité  par  un 
nombre  fini  p  tend  vers  la  limite  pi.  Car,  pour  rendre  la  diffé- 
rence (pk — pi)  plus  petite,  en  valeur  absolue,  qu'une  quantité 
donnée  «,  il  suffit  de  rendre  la  différence  (A — /)  plus  petite 

que-;  ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  (A — l)  tend  vers 

zéro.  * 

2"'  Si  plusieurs  quantités  variables,  Ai,  As, ... .  An,  en  nombre 
fini  n,  tendent  simultanément  vers  des  limites  li,  Ij,  ....  ]„,  la  li- 
mite de  leur  somme  est  égale  à  la  somme  de  leurs  limites.  En  effet, 
si  Ton  pose  : 

Ai=/i+ai,     Â9  =  ?s+as,     ....     A„  =  /„-j-a„, 

on  aura  : 

Ai+A,+  ...+A.=  y,  +  Z,+  ...  +  /J  +  (a,  +  a,+  .. .  +  «„). 

Or  les  quantités  ai,  ag, . . .  a„  tendent  vers  zéro,  par  hypothèse  . 
donc  leur  somme  («i+as-  ••  +an),  toujours  inférieure,  en  va- 
leur absolue,  à  n  fois  la  plus  grande  d'entre  elles,  tend  aussi 
vers  zéro  (1°).  Donc 

lim(A,+A,+  ....+A„)  =  /^+/,.. ..+;„. 

Mais,  si  le  nombre  n  des  quantités  variables  augmentait  in- 
définiment, on  ne  pourrait  plus  affirmer  la  proposition.  Consi- 
dérons, par  exemple,  la  somme  des  n  quantités- +-+  -  +  .... 

+  -.  Si  n  croît  indéfiniment,  chacune  de  ces  quanUtés  tend  vers 

zéro  ;  et  leur  somme,  au  lieu  d'avoir  zéro  pour  limite,  est  évi- 
demment toujours  égale  à  a. 
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3*  La  limite  du  produit  des  n  quantités  variables  Aj;  A2,  Ag  ...An, 
est  égale  au  produit  ^e  leurs  limites.  En  effet,  on  a  : 


A,A,....A„=(/i+«0ft+«2)....(^n  +  «„). 

Et  ce  produit  de  n  facteurs  binômes  renferme  (1, 42)  d'abord 

le  produit  des  limites  {kl^ /«),  puis  une  suite  de  termes 

dont  chacun  contient  en  facteur  au  moins  une  des  quantités  ai, 
«2, .. .  a„.  Or  chacun  de  ces  termes,  produit  d'une  quantité  fixe 
par  une  quantité  qui  tend  vers  zéro,  tend  aussi  vers  zéro  (1°); 
et  comme  leur  nombre  est  limité,  leur  somme  a  pour  hmite  zéro 
(2°).  Donc 

lim.  AiAj....  An=/l^2-...^n. 

Dans  ce  cas  encore,  le  raisonnement  suppose  essentiellement 
que  le  nombre  des  quantités  variables  reste  fini. 

54.   L'expression    (  I  -] —  ]    a  une  limite  quand  m  croît 
INDÉFINIMENT.   L'cxpressiou    (  1  -] — j   ,  dans  le  cas  où  m  est 

entier^  un  produit  de  m  facteurs  égaux  à  f  1  H — j  :  quand  m 

croît  indéfiniment,  chacun  de  ces  facteurs  a  pour  limite  l'unité  ; 
mais  on  ne  peut  pas  en  conclure  que  l|i  limite  du  produit  est 
égale  à  l'unité;  car  le  nombre  des  facteurs  croît  indéfiniment. 

Pour  trouver  que  cette  limite  existe,  développons  (  1  -| —  j 

suivant  la  formule  du  binôme  :  nous  aurons  : 

/  1\"»__  1    ,  m(m— 1)  1    ,  y?7(m— l)(m— 2)   1 

y'^m)  '^'^m'^l,    2     m''^  l,    2.         Z.m''^'" 

m{m—\  ....(?n— n  +  l)  J__i 
1.      2     ....       n  m""^"" 

Comme,  dans  chaque  terme,  le  nombre  des  facteurs  du  numé- 
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rateur  est  égal  au  nombre  des  facteurs  m  qui  entrent  comme 
diviseurs,  nous  pouvons  écrire  : 

??i  m — 1     m  m  —  1  m — 2 


(1\«  1       -—   — -     -- 

l-\ )     z=z  l -\- -- -\- m'     m      .m 


m 


m   m — 1      m — n+1 
m  '      m     '"         m 


.L 


'    1   .       2 
Mais  on  a  évidemment  : 

mm — 1  m— 2    ??i  — ?i+l 
m*    m   '    m   **'       m 


\        m/\       mj     \  m  J 

par  suite  : 

\^~m)    -'  +  T+r-^+       1.2.3     +•••• 


+  .... 


Cela  posé,  comparons  ce  développement  à  la  série  conver- 
gente dont  la  limite  est  e  : 

^^  ^ +r +172 +  17273 +  ••••+!.  2. 3.... n  +  -"' 


Chaque  terme  du  développement  est,  à  partir  du  troisième,  in- 
férieur au  terme  correspondant  de  la  série,  puisque  son  numé- 
rateur est  moindre  que  l'unité,  et  que  les  dénominateurs  sont 
les  mêmes.  D'ailleurs  les  termes  du  développement  sont  en 
nombre  limité  (??7  +  l),  tandis  que  ceux  de  la  série  sont  en 

nombre  infini.  Il  en  résulte  que  Texpression  i\-\ — )    est, 

quelque  grand  que  soit  m,  inférieure  à  e  :  cette  expression,  qui 
augmente  avec  m,  a  donc,  lorsque  m  croît  indéfuiiment,  une 
limite  qui  ne  peut  être  qu'inférieure  ou  égale  à  e.  Nous  allons 
prouver  que  cette  limite  est  égale  à  c. 
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55.  Limite  de  fl  +  — j  ,  quand  m  croît  indéfiniment,  m 

RESTANT  ENTIER.  Puisque  la  série  e  est  convergente  (11),  on 
peut  donner  à  n  une  valeur  assez  grande ,  pour  que  l'erreur 
commise,  en  négligeant  tous  les  termes  qui  suivent  le  (n+ 1)***, 
soit  inférieure  à  une  quantité  donnée  a,  si  petite  qu'elle  soit  ; 
de  sorte  qu'en  désignant  par  e^  la  somme  des  {n-{- 1)  premiers 
termes,  on  a  : 

e  — e„<a. 

D'un  autre  côté,  si  Ton  considère  les  {n  + 1)  premiers  termes 
du  développement,  on  reconnaît  qu'à  mesure  que  m  croît  in- 
définiment, n  restant  fixe,  les  différents  numérateurs  tendent 
vers  une  limite  égale  à  Tunité  (55,  S'»)  ;  par  suite,  chaque  terme 
du  développement  a  pour  limite  le  terme  correspondant  de  e^; 
et  leur  somme,  qui  se  compose  d'un  nombre  fini  des  termes,  a 
(55,  2°)  pour  limite  en.  On  peut  donc  prendre  m  assez  grand, 
pour  qu'en  désignant  par  An  la  somme  des  {n  -j- 1)  premiers 
termes  du  développement,  l'on  ait  : 

De  ces  deux  inégalités,  on  conclut  : 

e-An<2a. 

Ainsi,  après  avoir  choisi  pour  n  une  valeur  fixe  suffisamment 
grande,  on  peut  toujours,  en  faisant  croître  m  indéfiniment, 
satisfaire  à  la  dernière  inégalité.  D'ailleurs,  si  l'on  donne  en- 
suite à  n  des  valeurs  indéfiniment  croissantes,  le  développement 

An  augmente,  et  tend  vers  sa  limite  hm  n  -| — j    ;  2a  tend  vers 

zéro  ;  donc  : 

e-lim(l+i)*"  =  0,     ou    lim(l  +  i)=e.      [12] 

56.  Cas  où  m  prend  des  valeurs  fractionnaires.  Si,  dans 

IH — )  >  on  attribue  à  m  des  valeurs  fraction- 
naires de  plus  en  plus  grandes,  la  limite  sera  toujours  la  même 
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et  égale  à  e.  Pour  le  prouver,  supposons  que,  n  désignant  un 
nombre  entier  très-grand,  on  ait  : 

a  étant  moindre  que  l'unité  ;  l'expression  (l  +-)    sera   évi- 
demment comprise  entre  les  expressions 

Car,  pour  obtenir  la  première  de  ces  expressions ,  il  faut,  dans 
1-) — j  ,  remplacer  le  terme  —  et  Texposant  m  respective- 
ment par  les  nombres  plus  grands  -  et  n  + 1  ;  pour  obtenir  la 
seconde,  il  a  fallu  remplacer  les  mêmes  quantités  par  les  nom- 
bres plus  petits  — r-rr  ct  n.  Or  on  a  : 

(■+i)"'=('+i)-('+î).    ■ 


1  \  "+1 


n+l 

Comme  n  est  entier  et  très-grand,  (  1  +  -  )  et  n  +  "qrr  ) 

diffèrent  très-peu  de  e  1  +  -  et  1  -| r--  diffèrent  très-peu  de 

l'unité,  et  les  deux  expressions  précédentes  ont  Tune  et  l'au- 
tre e  pour  limite.  Il  en  est,  par  conséquent,  de  même  de 

(l  +  -)  >  qui  est  compris  entre  elles. 

57.  Limite  de  fl  -| — j  ,  quand  m  est  négatif,  et  aug- 
mente EN  VALEUR  ABSOLUE.  La  limite  de  (l-\ — ]  est  encore  la 
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même,  quand  on  alliibuc  à  m  des  valeurs  négatives  croissantes. 
Car,  posons  m=:  —  {x;  u  étant  négatif  nous  aurons  : 

(1     \v—^ 
1  -j — — -T  j       tend   vers  e 

(^6),  et  (  1  +  -— 1  j  tend  vers  1  :  donc  encore  ici  : 
li.n(l+i)"=c. 

1  H j        ou  DE  f  1 j    ,   QUAND  m  CROÎT 

INDÉFINIMENT.  On  a  évidemment  : 

(■+5)"' 


donc  : 


('+s) 

/         IX-*"       1 
[13]  i-^^-^i^+Tn)     =-e 

Puis  : 

\    ~^  711  —  1/ 

ne: 

[14]  iim{x-^y=\. 


g  VI.  Sommation  des  piles  de  boulets 

59.  Problème.  La  méthode  la  plus  simple  repose  sur  la  solu- 
tion préalable  du  problème  suivant  : 
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Trouver  la  somme  des  puissances  m"'"  des  termes  d*une  progres- 
sion par  différence.  Soit  la  progression  : 

i-a.b.c.d k, 

dont  la  raison  est  r,  et  dont  le  nombre  des  termes  est  p. 
On  veut  trouver 

S„  =  a"'  +  6«  + (?"»+. ...  +  /.■•". 
On  a,  ^  étant  le  terme  qui  suivrait  k  : 

b  =  a-\-rj    c  =  b-\-r,     d  =  c -\-r,....  l^=k-{-r. 

Élevons  ces  diverses  égalités  à  la  puissance  (771 -f-l);  nous 
aurons  : 


''+'  =  (/^  +  ry"+i^/^'«+^+(7?i+l)/^'"r+^-^^^i^ 


Ajoutons  toutes  ces  égalités,  il  vient,  en  désignant  générale- 
ment par  Sj^  la  somme  a^  -{-b^-\-  ....-\-k^; 

[l  5]       l^^'  =  a^^'+  (771  +  1  )7'S.  +  (!îi±i)l^  r»S._, 

1 .  A 

(,n+  1)777(771^  l)_.j^  ,  ,    ..n.4-1 


1.2.3 


r^S,n-2+...+;?r« 


Cette  équation  fera  connaître  S"*,  si  l'on  connaît  Sm-i,  S„,_2..., 
Sî,  Si.  En  y  faisant  donc  successivement  ?7i=  1,  =  2,  =3,  etc., 
on  obtiendra  successivement  Si,  puis  S»,  puis  S3,  etc. 

60.  Application.  Supposons,  par  exemple,  que  la  progression 
proposée  soit  la  suite  des  n  premiers  nombres  entiers  : 

t1.2.3.4...,7i; 
on  a  ici  : 

S^=li*  +  2'*+3!*+...  +  îi'^i  a=l,  Z  =  n+1,  r=\,  p=n; 
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et  notre  formule  générale  devient  : 

[16]     (n  +  ir^^  =  l  +  {m  +  l)S^+^^^^à^ 
.  (m4-l)m(m-^l)c        ,  ,  (m+ l)m...3.2  ^    , 

+ 1:2:3 s.^+-+ — YJZ^ — ^^+''- 

Faisant  d'abord  w=  1,  il  vient  ; 

(n+i)^  =  i  +  2S,+n;     d^où    s^^^(n+l)^ 

formule  déjà  connue. 
En  faisant  m  =  2,  il  vient  : 

(n+l)'=l  +882  +  381  +  71; 

^»QÙ  e^^2(n+l)3-2(n+l)-3n(n+l)^ 

6 

ou     [1]    S.=  l^  +  2'+3'+...+n«=îil!i±iH!!i±I). 

Telle  est  la  formule  qui  va  nous  servir  pour  la  sommation  des 
piles  de  boulets. 

Elle  se  déduit,  comme  on  voit,  d'une  formule  beaucoup  plus 
générale,  qui  pourrait  donner  également  la  somme  des  cubes, 
la  somme  des  quatrièmes  puissances....  des  nombres  naturels. 
Si  l'on  veut  seulement  arriver  le  plus  simplement  possible  à  ce 
résultat,  qui  est  le  seul  dont  on  ait,  actuellement,  à  faire  usage, 
on  peut  procéder  comme  il  suit. 

6 1 .  Recherche  directe  de  la  somme  des  carrés  des  n  pre- 
miers NOMBRES  entiers.  On  a  évidemment  : 

2»=(1  +  1)3=1»  +  3X1'  +  3X1  +  1, 
33  =  (2+ 1)3  =  2^+3X2^+3X2  +  1, 
43  =  (3+ 1)3  =  33  +  3  X3«  +  3X  3+1, 
(n+  l)^  =  n'  +  3n^  +  3n+l; 

ajoutant  toutes  ces  égalités,  il  vient,  après  que  l'on  a  supprimé 
les  termes  communs  aux  deux  membres,  et  en  désignant  par  Sa 
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la  somme  des  carrés  des  nombres  naturels  et  par  Si  la  somme 
des  premières  puissances  : 

(n+l)'=l  +  3S2  +  3Si+n, 

équation  identique  à  celle  du  paragraphe  précédent,  et  dont  on 
déduira  la  môme  valeur  de  Sj. 

62.  Piles  triangulaires.  La  base  d'une  pile  triangulaire  est 
formée  par  des  boulets  rangés  en  triangle  équilatéral.  La  pre- 
mière rangée  contenant  1  boulet,  la  secondé  2,  la  troisième  3, 
la  n""  n,  le  nombre  total  des  boulets  employés  est  ici  : 

1 +2  +  3  +  ... +«  =  !^^)  ="-1+15. 

La  tranche  immédiatement  supérieure  est  formée  par  des  bou- 
lets rangés  également  en  triangle  équilatéral,  dont  le  côté  con- 
tient un  boulet  de  moins;  le  nombre  des  boulets  de  cette  seconde 
tranche  s'obtiendra  donc  en  changeant,  dans  la  formule  précé- 

j     *             /        ,N                    •     •  (n— l)'  +  (n— 1)    T     ,     . 
dente,  n  en  (n—  1) ;  on  aura  ainsi  ^    '    -,  La  troi- 

À 

sième  tranche  contiendra  de  même^ ^—^ ~  boulets;  et 

1*4- 1 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  première,  qui  en  contient  — -^ — . 

Le  nombre  total  est,  d'après  cela  : 

^_n^  +  n  ,  (n-l)'+(n-l)_(n-2)«+(72-2)  ,  ,  1»+1. 
i— 2-+  2  -  2 1--+-2~' 

ce  que  Ton  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

^     ,^»^(,^_ly-t-(n-2)«+...+l^  ,  n4-(n~l)+(n-2)+...+  l 
1  —  2  "^  2  ' 

ou,  en  vertu  des  formules  écrites  plus  haut  (60)  : 

n{n+\)[U+\)     n(n+l_)^n(7i+l)(2;i  +  4) 
12  ""       4  12 

ou     [18]  ^^«(n+lK«+2)^ 
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Telle  est  la  formule  qui  exprime  le  nombre  des  boulets  conte- 
nus dans  une  pile  triangulaire. 

65.  Pile  a  base  carrée.  La  base  d'une  pareille  pile  est  formée 
par  des  boulets  rangés  en  carré,  dont  le  nombre  total  est  7i%  n 
désignant  le  nombre  de  ceux  qui  sont  contenus  dans  le  côté  de 
ce  carré.  La  seconde  tranche  contiendra  (n — 1)^  boulets,  la 
troisième  (n— 2)^,  etc.,  et  enfin  la  dernière  n'en  contient  qu'un. 
Le  nombre  total  est  donc  : 

Q  =  7i2  +  (n-I)'+(n-2)^+...+  l 
ou     [19]         -  Q^n(n+lK2n-fl)^ 

G4.  Pile  a  base  rectangulaire.  La  base  d'une  pareille  pile 
est  formée  par  des  boulets  rangés  en  rectangle.  Si  l'un  des  côtés 
de  la  base  contient  m  boulets  et  l'autre  côté  ??,  le  nombre  total 
des  boulets  qui  la  composent  sera  mn.  La  tranche  suivante  est  un 
reclangle,  dont  les  côtés  comprennent  respcclivemcnt  (m  —  1) 
et  (n—  1)  boulets;  elle  en  contient,  par  conséquent, un  nombre 
égal  à  (m  —  1)  (n— 1);  la  troisième  tranche  en  contient  de 
même  (m  —  2)  (n  —  2)  ;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière,  qui 
est  une  file  de  {m—n-j-l)  boulets  (si  l'on  suppose  m>n).  Le 
nombre  total  que  nous  cherchons  est  donc  : 

R=?7î?i4-(??i— l)(n— l)  +  (m— 2)(n— 2)+...+(m—n+l)l. 

Posons  m — n=p  :  on  aura  :  m=n-{-py  et  la  formule  devien- 
dra : 

R=n(n+p)  +  (n^l)(n-l+p)  +  (n-2)(n-2+p)+...+l(l+p), 

c'est-à-dire  : 

n  =  [n'  +  {n-\y+{n-2y  +  ...+  n+p[n+{n-\)+,..  +  l], 

ou,  d'après. les  formules  connues  (00)  : 

^^n(n-f  l)(2n+l)  ,  ^^n(n+l) 
6  2 

r        roni       R       n  (71 -f  '  )  (2?l -f  3p  +  1) 

ou  enfin    [20]     R=: 
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60.  Moyen  de  vérifier  des  formules.  Nous  ferons  connaître, 
à  l'occasion  des  formules  précédentes,  un  mode  de  raisonne- 
ment très-fréquemment  employé,  et  qu'il  suffira  de  développer 
sur  un  seul  exemple. 

Supposons^que  l'on  donne,  sans  démonstration,  la  formule 

l.+  2^  +  3'  +  ...  +  n'=î^±lK!^î±i\ 

Comment  devra-t-on  s'y  prendre  pour  en  vérifier  l'exactitude? 
On  commencera  parfaire  les  hypothèses  les  plus  simples  : 

7ï(n-f-l)(2?i+l)      1.2.3      , 
Pourn  =  l,  on  a  : -^ — ■ — ^-^ ■ — ^=~--— =i; 

0  0 

Pourn  =  2.ona:"^"  +  'f"+')^gf-^=5  =l'+2'; 
Pour  n  =  3.  on  a  :  "(n+l)(-2»+l)^3^^,^^,  .^ 

D  D 

La  formule  est  donc  exacte  pour  les  valeurs  1,  2, 3  du  nombre  n. 
Cela  posé,  pour  prouver  qu'elle  est  générale,  il  suffit  de  mon- 
trer, qu'en  la  supposant  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  n, 
elle  l'est,  par  cela  même,  pour  la  valeur  immédiatement  supé- 
rieure. Admettons  que  l'on  ait  : 

il  fluit  prouver  que  l'on  aura,  par  suite  : 

6 

Les  premiers  membres  des  équations  [a]  et  [b]  ont  pour  diffé- 
rence (n  +  If.  Si  donc  il  en  est  de  même  des  seconds  mem- 
bres, la  première  égalité  entraîne  nécessairement  la  seconde. 
Or  on  a  : 

(nH-l)0?  +  2)(2?i+3)       n(n  +  I)(2?t-|-l) 
6  b 

__0l4-l)[0l+2)(2n4-3)-7^(2/l+l>]_(n+l)(6?i-^6)_,  , 

Alg.  sp.  B.  4 
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Le  théorème  est  donc  vérifié. 

Une  marche  semblable  s'appliquerait  aux  diverses  formules, 
qui  représentent  le  nombre  des  boulets  dans  les  différents  cas. 


RÉSUMÉ, 

50.  Définition  des  combinaisons;  ce  que  l'on  nomme  arrangements,  pro- 
duits diiïérents.  —  31.  Nombre  des  arrangements  de  m  objets,  pris  n 
an.  —  32.  Nombre  des  permutations  de  m  objets.  —  33.  Nombre  des 
produits  différents  de  m  objets  n  à  n.  —~  34.  Forme  plus  simple  de 
l'expression  du  nombre  des  produits  différents.  Le  nombre  des  pro- 
duits différents  de  m-letlres  n  à  n  est  le  même  que  celui  de  m  let- 
tres (771  —  n)  à  (w  —  n).  —  3o.  Le  nombre  des  produits  différents  de  m 
objets  n  ànest  la  somme  des  nombres  de  produits  différents  de  (m — 1) 
objets  n  à  n,  et  de  (?n— 1)  objets  (/i— 1)  à  (n— 1).  —  36.  Le  produit 
de  n  nombres  entiers  consécutifs  est  divisible  par  le  produit  des  n  pre- 
miers nombres  entiers.  —  37.  Forma  tion  du  produit  de  m  binômes  qu 
ontle  même  premier  terme.  —  38.  Puissance  d'un  binôme. — 30.  Terme 
général  du  binôme.  —  40.  Moyen  de  former  un  terme,  connaissant  le 
précédent.  —  41  Les  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux.  —  42.  Les  coefficients  vont  en  croissant  jusqu'au  milieu.  — 

43.  Puissance    d'un  binôme  dont  le   second  terme    est  négatif.  — 

44.  Somme  des  coefficients  du  binôme.  —  4S.  La  somme  des  coeffi- 
cients de  rang  pair  est  égale  à  celle  des  coefficients  de  rang  impair.  — 
46.  Relations  entre  les  coefficients  de  deux  puissances  succcessives  de 
(x-\-a).  — 47.  Puissances  successives  de  y/^^.  —  48.  Développement 
de  (a-(-6\/ — i)*".  —  49.  Conditions  pour  que  le  résultat  soit  réel.  — 
^0.  Puissance  d'un  trinôme.  —  ol.  Terme  général  du  développement. 
S2.  Terme  général  du  développement  de  (a  -{-6-f  c+d)»».— i53.  Théo- 

(1  X*" 
l-j--  j     a  une  limite, 

quand  m  croît  indéfiniment.  —  i>^.  Cette  limite  est  e,  quand  m  est  en- 
tier. —  Î36.  Elle  est  encore  e,  quand  m  est  fractionnaire.  —  i>7.  Elle  est 

encore  e,  quand  m  est  négatif.  — J>8.  La  limite  de  (l-j — )      ou 

/        1  \"*        1 
de  f  1 1     est-.  —  S9.  Somme  des   puissances  semblables  des 

termes  d'une  progression.  —  6p.  Application.  —  61.  Somme  des  car- 
rés des  nombres  naturels.  —  6'2.  Piles  triangulaires.  —  63.  Piles  à  base 
carrée.  —  64.  Piles  à  base  rectangle.  —  60.  Moyen  de  vérifier  l'exac- 
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\\\\i^^  de  1*  forAttlê  ^iii  doftne  la  somme  d«s   carr<^s  des  ncmbres 

nalurcls. 


L  En  désignant  par  [m]   le  produit  în{m  — 1) {in  —  n+l),  vérifier  les 

formules  : 

1  °  [{«+?>)]  —  ;^3  +  M«~;'& 

2"    [{a+'b+ c)]=M+ .  ■ ..  +  ^ ,,, ,  Ji'.^;;;^''|  ^ ,  ,^  w  il:  ['^]+ ...  ; 

le  second  membre  contenant  les  termes  analogues  à  ceux  que  nous  avons  écrits, 
et  correspondant  à  toutes  lès  Valeurs  de  a.  p,  y,  pour  lesquelles  a  +  p  +  Y  =  ?n. 

On  regarde  [a]  comme  égal  à  1. 

On  considère  chacun  des  termes  comme  représentant  un  nombre  d'arrange- 
ments. 

II.  Trouver  le  nombre  a;  des  termes  du  développement  de  («+&-}-  c)"  et  le 
nombre  y  de  ceux  de  (a  +  &  +  c  +  d)". 


On  trouve  : 

_(m+l)(>n  +  2)  _(,n+l)(?n+2)(m  +  3) 

*-       172       '      ^"  rxâ  • 

in.  Véiifier  la  formule  : 

On  démontre  que,   si  la  formule  est  vraie  pour  deux  valeurs  consécutives 
de  n,  elle  est  vraie  pour  la  valeur  immédiatement  supérieure. 

IV.  Vérifier  la  formule 

1.2....m=(m+ l;'»~m.w»"  +  -^— — i(frt_i)m 

-"""'7!I?~"i"-''"+-- 
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Méthode  analogue  à  la  précédente  :  ou  bien,  on  exprime,  de  deux  manières, 
la  m""  différence  de  x"  (voir  Liv.  III) . 

V.  Trouver  le  plus  grand  terme  du  développement  de  (a;  +  a)»». 

Ce  terme  çst  : 

m(m-l)....(w-p  +  l)  ^^«_p 
1.2. ...p  ' 

,    „  {m-4-  l)a 

p  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  la  traction     ^  » 

VI.  a;  et  a  étant  donnés,  et  m  augmentant  indéfiniment,  trouver  la  limite  du 
rapport  de  leurs  exposants  dans  le  terme  maximum  du  développement  de 
(x  +a)»». 

X 

Cette  limite  est  -. 
a 

VII.  Trouver  le  plus  grand  terme  de  {a -\- b -{- c)^ ,  et  les  rapports  limites  des 
exposants  de  a,  h,  c  dans  ce  plus  grand  terme^  lorsque  m  augmente  indéfini- 
ment. 

Ce  plus  grand  terme  se  déduit  de  l'exercice  IV  ;  et  les  exposants,  dans  ce 
terme,  tendent  à  être  proportionnels  à  a,  h,  c. 

VIII.  Vérifier  que  (a;  +  a)"*+  («— a)»*  est  plus  grand  que  Sx»*,  en  valeur  ab- 
solue. En  déduire  le  maximum  de  x  +  y,  lorsque  x'n-{.ym  est  donné. 

IX.  Vérifier  la  formule  :  ' 

(x  +  a)"  rrrxw  +  ma  (a;  +  p)">-' +  *i^^çl^a(a  —  2p)  (X  4- 2p)»»' 

+  . . . .  +  ma[a  —(m—  l)p]»»-2|a;  +  (m—  l)pj  +a(a  — îTip)"*-'. 

Cette  formule,  dans  le  cas  de  P  =  0,  ne  difTère  pas  de  celle  du  binôme  :  elle  a 
lieu,  quelque  soit  [5. 

Application  de  la  méthode  du  n"  65  :  ou  vérification  directe. 

X.  Nombre  de  manières  de  décomposer  un  polygone  en  triangles  par  les  dia- 
gonales :  démontrer  les  formules  : 

I>,.„=:I>,.  +  Ph-,P.  +  IV.  l\+  . . . .  +  PP3P,.-,  +  Pn 


l\  désignant  de  combien  de  manières  cette  décomposition  peut  se  fdire,  pour 
un  polygone  de  n  crûtes. 


COMPLÉMENT  DES  ÉLÉMENTS  D'ALGÈBRE,  53 

On  cherche,  pour  la  première,  de  coml)ien  de  décompositions  fait  partie  chacun 
des  triangles  qui  ont  pour  base  un  même  côté  dupoiygore;  et,  pour  la  seconde, 
dans  combien  de  décompositions  entre  une  même  d'agonale. 

XL  Si  l'on  considère  une  permutation  de  n  nombres  1,  2,  3,...n,  que  Ton 
dise  qu'il  y  a  dérangement,  quand  un  nombre  est  suivi,  immédiatement  ou  non, 
d'un  autre  plus  petit  que  lui;  prouver  que  le  nombre  total  des  dérangements, 

contenue  dans  les  permutations  de  ces  n  nombres,  est  égal  à  (1.2....n).         — -, 

On  prouve  d'abord  que  D„+i  =  {n  +  1)  Dn+  -^  Pn,  en  désignant  par  D„le  nom- 
bre de  dérangements  relatifs  aux  permutations  des  n  nombres,  et  par  Pn  le 
nombre  des  permutations.  On  en  conclut  : 

Dn,;,=  {n-l-l)(n+  2j....(n  +  p)D„4-^  [pn  +  ^^^^^]p«+p; 

et  de  là,  en  faisant  n=:  1,  et  changeant  ensuite  p-f  1  en  n,  on  tire  la  formule 
demandée. 

XIL  Trouver  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme. 

Cette  somme  est  le  coefficient  de  a"*x"*,  dans  le  développement  de  (.T  +  a)^'". 

XIIL  Cette  somme  peut  être  représentée  par  les  deux  formules  : 

2n.(2n  — l)....(n+l)  2.6.10.14....4n-2. 

1.2.3. ...n         '  1.2....n  ' 

prouver  que  ces  formules  sont  équivalentes. 
Application  de  la  méthode  du  n"  65  ;  ou  vérification  directe. 
XIV.  Prouver  que  si,  dans  la  somme  des  n  fractions 
g__  l—x  ,  {]~x){a  —  x)  ,  ,  i[  —  x){a  —  x){a^  —  x).  ..(gv-^  —  x) 

a    ^      —a     '' 
on  fait  x^^a**,  cette  somme  devient  égale  à  n. 

Application  de  la  méthode  du  n"  65. 

1  -f  —  1    ,    lorsque    m  croit  indéfiniment.  Cette 
limite  est  C.  Former  le  série  qui  la  représente. 
XVL  Prouver  que  la  série 

dans  laquelle  ;s  esi  un  nombre  entier,  ainsi  que  les  exposants  «i,  «2,...  a«, 
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une  limite  incommensurable,  lorsque  les  différences  oi—  a»,  aa— «aa,  ...otm+i— ^«, 
vont  toujours  en  augmentant. 

On  suit  une  marche  analogue  à  celle  qui  a  servi  pour  prouver  que  e  est  in- 
commensurable. 

XVII.  Trouver  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers. 
On  trouve  (60)  :  S3  —  ^   ^      ,     ou    Sa=S,^ 

XVIII.  Si  l'on  nomme  S«  la  somme  des  m™"  puissances  des  n  premiers  nom- 
bros  naturels,  prouver  que  S«  est  compris  entre  -r— —    e  — — -,  m  dési- 
gnant un  nombre  entier  quelconque. 

On  applique  la  formule  fl6],  (n°  60). 


CHAPITRE  III. 

COMPLÉMERIT   DE  LA  TDÉOIVIE  DES  L0GAI\ITH»1ES. 

§  I.  Des  exposants  incommensurables. 

66.  Exposants  incommensurables. Nous  avons  expliqué, dans 
la  première  partie  (3îi0),  comment  on  définit  un  nombre  in- 
commensurable, en  disant  quels  sont  les  nombres  commensu- 
rables  plus  petits,  et  quels  sont  les  nombres  commensurables 
plus  grands  que  lui.  Nous  avons  dit  aussi  (581  et  suiv.)  com- 
ment on  doit  entendre  les  opérations  relatives  à  ces  sortes  de 
nombres. 

Si  l'on  considère  l'expression  a^,  dans  laquelle  x  a  une  valeur 
commensurable,  cette  expression  a  été  déiinie  (I,  lOo),  et  ne 

Yïl 

présente  aucune  obscurité  ;  car,  en  supposant  x  égal  à.  —,  m  et 

n  étant  entiers,  on  a  : 

■        

Nous  supposerons  toujo  urs  que  a  soit  positif,  et  nous  ne  con- 
sidérerons que  les  valeurs  réelles  et  positives  du  radical  ;  il  n*y  a 
donc  là  ni  difficulté  ni  ambiguïté.  Si  a;  a  une  valeur  négative 
(  —  m),  a"  est  défini  (I,  88)  par  l'équation 

Il  nous  reste  donc  à  définir  a%  lorque  x  est  un  nombre  in- 
commensurable, positif  ou  négatif.  On  doit,  dans  ce  cas,  adop- 
ter la  définition  suivante  : 

a*'  est  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  puissances  de  a,  dont 
l'exposant  commensurable  s'approche  de  plus  en  plus  de  x. 

Cette  définition  est  très-simple,  mais  elle  exige  quelques  dé- 
veloppements. On  pourrait,  en  efTet,  se  demander  si  la  limite 
est  bien  déterminée;  et  si,  quelle  que  soit  la  série  des  exposants 
commensurables  (pii  s'approcbent  indéfiniment  de  a;,  la  limite 
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des  puissances  de  a  est  toujours  la  même.  Pour  le  démontrer, 
il  faut  établir  quelques  propositions. 

(»7.  Théorème  1.  Toutes  les  puissances  commensurables  d'un 
no7nbre  positif  sont  positives.  Cela  résulte  de  ce  que,  comme  nous 
l'avons  dit,  nous  ne  considérons  que  les  valeurs  positives  des 
ladicaux. 

68.  Théorème  II.  Toutes  les  puissances  positives  d'un  nombre 
plus  grand  que  Vunitè  sont  elles-mêmes  plus  grandes  que  l'unité,  et 
toutes  les  puissances  négatives  sont  moindres  que  l'unité. 

Le  contraire  a  lieu  pour  les  puissances  d'un  nombre  moindre  que 
l'unité. 

Soit,  en  effet,  a  un  nombre  plus  grand  que  l'unité,  et  soit  a" 
une  puissance  positive  de  a;  on  a,  par  définition  : 

m 

or,  a  étant  plus  grand  que  l'unité,  il  en  est  évidemment  de 
môme  de  la  puissance  entière  a»",  et  par  suite  de  y  <  "*• 

Les  puissances  positives  de  a  étant  plus  grandes  »  ne  l'unité, 
l'égalité 

a"» 

montre  que  les  puissances  négatives,  qui  sont  leurs  inverses, 
sont  moindres  que  l'unité. 

Enfin,  si  Ton  suppose  à  a  une  valeur  moindre  que  l'unité, 

on  peut  le  représenter  -,,  a'  étant  plus  grand  que  l'unilé;  on 

aura  alors  : 


et  il  est  évident  que  les  valeurs  de  x,  qui  rendent  a'^  plus  grand 
que  l'unilé,  rendent  a'  plus  petit,  et  réciproquement. 

69.  Théorème  III.  Si  x  reçoit  des  valeurs  commensurahles  crois- 
santes, l'expression  a*^  varie  toujours  dans  le  même  sens;  elle  aug^ 
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mente,  si  a  est  plus  grand  que  l'unité;  elle  diminue,  dam  le  cas 
contraire. 

Soient,  en  effet,  p  et  q  deux  valeurs  commensnrables,  posi- 
tives ou  négatives,  attribuées  successivement  à  a?;  on  a  (1, 91)  : 

a" 

Or  (q—p)  est  positif,  puisque,  par  hypothèse,  q  est  plus  grand 
que  p.  Si  donc  a  est  plus  grand  que  l'unité,  il  sera  de  même 
de  a'^-p;  et,  par  suite,  on  aura  a'>aP.  Si,  au  contraire,  a  est 
moindre  que  l'unité,  il  en  sera  de  môme  de  a«-^;  et  Ton  aura 
a'^<^a^.  Donc  a*  augmente,  dans  le  premier  cas,  quand  x  passe 
de  la  valeur  p  à  la  valeur  ^  ;  et  il  diminue  dans  le  second. 

70.  Théorème  IV.  O71  peut,  dans  l'expression  a"^,  donner  au 
nombre  commensurable  x  un  accroissement  assez  petit  pour  que  Ql" 
varie  aussi  peu  qu'on  le  voudra. 

Soit  m  une  valeur  commensurable  quelconque  de  x  ;  je  dis 
que  l'on  peut  augmenter  m  d'une  quantité  a  assez  petite  pour 
que  la  différence  (a"»^*  —  a*")  soit  aussi  petite  qu'on  le  voudra. 

On  a:  a"*-+-*  =  a"'Xft% 

et,  par  suite,  «"»+«— a'"^ a*"  (a*—  l). 

Or  a"*  est  un  nombre  indépendant  de  a;  il  suffit  donc  de  prouver 
que  {a*--l)  peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  pour 
des  valeurs  suffisamment  petites  de  a. 

Supposons  d'abord  a  plus  grand  que  l'unité.  Quelle  que  soit 
la  valeur  positive  de  a,  a*  sera  toujours  (68)  plus  grand  que 
l'unité.  Pour  montrer  qu'il  en  approche  autant  qu'on  veut,  il 
suffit  de  faire  voir  qu'il  peut  devenir  plus  petit  qu'un  nombre 
quelconque  (1  -{-  s)  supérieur  à  l'unité,  et  que,  quelque  soit  e,  on 
peut  choisir  a,  de  manière  que  l'on  ait, 

a*<l  +  e. 

Posons,  en  effet,  «=7:,  les  valeurs  indéfiniment  décroissantes 
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de  a  correspondant  aux  valeurs  indéfiniment  croissantes  de  k  ; 
l'inégalilé  précédente  devient  : 

ou,  ce  qui  revient  au  même  : 

Or,  les  puissances  entières  de  (1  +  £)  forment  une  progression 
par  quotient  croissante,  dont  les  termes  (I,  561)  peuvent  sur- 
passer toute  limite.  La  dernière  inégalité  est  donc  toujours  pos- 
sible; et,  par  suite,  la  proposition  est  démontrée,  dans  le  cas 
de  a>l. 

Si  a  est  moindre  que  1 ,  on  le  repréeente  par  —, ,  a'  étant  plus 
grand  que  l'unité;  a*  sera  alors  égal  à  -t^î  or,  a'"  différant,  d'à- 

CL 

près  ce  qui  précède,  aussi  peu  que  Ton  voudra,  de  l'unité,  il  en 
sera  évidemment  de  même  de  a*. 

71.  DÉFINITION  RIGOUREUSE  DE  a*.  Lcs  théorèmcs  qui  pré- 
cèdent sont  indispensables  pour  donner  de  a'  une  définition 
parfaitement  rigoureuse,  dans  le  cas  où  x  est  incommensurable. 
Chacun  d'eux  forme  d'ailleurs  une  proposition  qu'il  serait  indis- 
pensable de  connaître ,  quand  bien  même  on  ne  s'astreindrait 
pas,  comme  nous  l'avons  fait,  à  ne  laisser  subsister  aucune  diffi- 
culté sur  ce  point  important. 

Nous  dirons  :  a*  représente  ^  pour  une  valeur  incommensurable 
h,  attribuée  à  x,  un  nombre  compris  entre  les  valeurs  de  a"^,  qui 
correspondent  à  des  exposants  commensurables  moindres  que  h ,  et 
celles  qui  correspondent  à  des  exposants  commensurables  plus  grands 
que  h.  Cette  définition,  analogue  à  celle  que  nous  donnons,  en 
arithmétique,  pour  les  racines  carrées  et  cubiques,  et,  en  ali;è- 
bre  élémentaire,  pour  les  logarithmes,  assigne  à  a''  une  valeur 
unique  et  déterminée. 

Si  l'on  suppose,  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  que  les  valcui's 
de  a"  représentent  des  longueurs  portées,  sur  une  ligne  droite, 
à  partir  d'une  certaine  origine,  les  extrémités  de  celles  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  de  x  moindres  que  h  occuperont  une 
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certaine  région  de  la  droite;  les  extrémités  de  celles  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  de  x  plus  grandes  que  h  en  occupe- 
ront une  autre;  et  il  résulte,  des  théorèmes  précédents j  que  ces 
régions  sont  entièrement  séparées  (G^J),  et  qu'il  ne  peut  exister 
entre  elles  aucun  intervalle  d'étendue  Unie  (70),  mais  un  simple 
point  de  démarcation,  La  distance,  à  laquelle  ce  point  se  trouve 
de  l'origine ,  mesure  a'. 

§11.  L'expression  a''  peut  prenlre  toutes  les  valeurs  positives,  lorsque  a 
est  un  nombre  positif,  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

7S1.  Continuité  de  la  fonction  a''.  Nous  venons  de  voir  (70), 
que  si,  le  nombre  a  étant  donné,  Texposant  a?  reçoit  des  accrois- 
sements suffisamment  petits,  l'expression  a''  peut  varier  aussi 
peu  qu'on  le  voudra.  On  dit,  d'après  cela,  que  cette  expres- 
sion est  une  fonction  continue  de  x;  et  le  mot  continue  exprime 
qu'elle  ne  peut  passer  brusquement  d'une  valeur  à  une  autre , 
sans  être  susceptible  d'acquérir  les  valeurs  intermédiaires. 

75.  L'expression  a^  peut  prendre  toutes  les  valeurs  posi- 
tives. Il  résulte  de  la  continuité  de  l'expression  a^,  que,  a  étant 
positif j  et  X  variant  de  —  oo  à  +  oo  ,  cette  expression  peut  prendre 
toutes  les  valeurs  positives.  Pour  le  démontrer,  nous  distinguerons 
deux  cas. 

1°  a  est  plus  grand  que  Vunité.  Les  puissances  entières  et  po- 
sitives de  a  forment  une  progression  croissante;  et,  par  suite 
(1 ,  501  ),  il  existe  toujours  un  exposant  assez  grand  pour  que  «* 
dépasse  toute  grandeur  assignée  d'avance.  D'ailleurs,  pour  a;=0, 
a*  devient  l'unité;  et,  par  conséquent,  la  fonction  considérée, 
pouvant  être  égale  à  l'unité  et  à  un  nombre  aussi  grand  que 
l'on  voudra,  peut  acquérir,  en  vertu  de  la  continuité,  toutes  les 
valeurs  intermédiaires.  On  voit  donc  que,  x  variant  de  0  à  -f-  oo, 
a'  varie  de  1  à  -f  oo,  et  prend  toutes  les  valeurs  plus  grandes 
que  Tunité. 

Si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  négatives,  en  posant,  par 
exemple,  a?= — w,  on  aura  : 

«^-  ^  ' 
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et,  m  variant  de  0  à  +  co,  le  dénominateur  du  second  membre 
prend  toutes  les  valeurs  possibles  plus  grandes  que  l'unité;  et, 
par  suite,  la  fraction  prendra  toutes  les  valeurs  moindres  que  1. 
On  voit  donc  que,  a;  variant  de  —  oo  à  0,  a*  varie  de  0  à  1. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  a"  ne  peut  pas  prendre  deux  fois  la 
même  valeur;  car  si  Ton  avait,  par  exemple  : 


on  en  conclurait  : 


a''  =  a", 


1  =  —  =  ft^'-«'* 


or,  la  puissance  zéro  d'un  nombre  plus  grand  que  1  est  évidem- 
ment la  seule  qui  soit  égale  à  l'unité;  et  l'on  devrait  avoir  : 

2«  a  est  plus  petit  que  l'unité.  Posons  a  =  -;  a'  sera  plus  grand 
que  l'unité.  On  aura  : 


Or,  d'après  ce  qui  précède,  x  variant  de  0  à  +oo,  a"  prendra 
toutes  les  valeurs  possibles  supérieures  à  l'unité;  donc  a"  pren- 
dia  évidemment  toutes  celles  qui  sont  moindres.  Puis,  x  variant 
de  0  à  —  00,  a"  prendra  toutes  les  valeurs  moindres  que  l'unité  ; 
et,  par  suite,  a''  prendra  évidemment  toutes  celles  qui  sont  plus 
glandes  que  l'unité.  En  sorte  que,  dans  ce  cas  encore,  a*  peut 
prendre  toutes  les  valeurs  positives. 


§  III.  Propriétés  générales  des  logarithmes. 

74.  La  définition,  que  nous  avons  adoptée  (I,  572),  permet 
de  démontrer  les  propriétés  essentielles  des  logarithmes;  mais, 
pour  leur  étude  plus  approfondie,  il  est  convenable  de  prendre 
un  autre  point  de  départ;  et  nous  adopterons  une  définition 
nouvelle. 
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76.  DÉFINITION  DES  LOGARITHMES.  Lorsqu'oD  a  la  relation 

a^  =  6, 

on  dit  que  x  est  le  logarithme  du  nombre  b,  dans  le  système  dont 
la  base  est  a;  et  on  l'écrit  ainsi  : 

x=\ogb. 

Tout  nombre  positif  a  un  logarithme,  dans  le  système  dont  la 
base  est  a,  et  n'en  a  qu'un  seul  ;  car  on  a  vu  (75)  que,  quand  x 
croît  par  degrés  continus  de  — oo  à  +°°»  ^'  passe  par  toutes 
les  valeurs  positives,  et  ne  passe  qu'une  fois  par  chacune.  Les 
nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithmes  réels. 

L'ensemble  des  logarithmes  des  différents  nombres,  corres- 
pondant à  une  même  base  a,  forme  ce  que  l'on  nomme  un 
système  de  logarithmes.  Les  logarithmes  d'un  même  système 
Jouissent  de  propriétés  fort  importantes  que  nous  allons  d'abord 
démontrer.  ÎS'ous  supposons  toujours  la  base  positive. 

76.  Théorème  I.  Le  logarithme  du  prodidt  de  deux  nombres  est 
égal  à  la  somme  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Soient,  en  effet,  x^i  y  les  logarithmes  des  nombres  6  et  c; 
on  a  (7o)  : 

a*  =  6 ,    aï'  =  c  ;  / 

et,  en  muItipUant  ces  deux  équations  membre  à  membre  ; 

a'^^y^bc; 

donc  {x  -f  y)  est  le  logarithme  de  bc  ;  et  l'on  a  : 

log5c=log6-f-logc. 

77.  Théorème  II.  Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres 
est  égal  à  la  différence  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Soient,  en  effet,  xQiy  les  logarithmes  de  deux  nombres  b  et  c, 

on  a  (7d)  : 


-^t,  en  divisant  ces  deux  cqnalions  membre  à  membre  . 

c 

donc  {x  —  y)  est  le  logarithme  de  -;  et  Ton  a  : 

c 

log  -  ==  lt)g  b  —  log  c. 
c 

78.  Théorème  III.  Le  logarithme  de  la  puissance  n"""  d'un  nom- 
bre est  égal,  quel  que  soit  n  {entier  ou  fractionnaire ,  positif  ou  né- 
gatif) ,  au  produit  de  n  pa?^  le  logarithme  de  ce  nombre. 

Soit  X  le  logarithme  de  &  ;  on  a  : 

a'=  =  b] 

d'où ,  en  élevant  lés  deux  membres  à  la  puissance  n  : 

a"^  =  6»*  ; 

donc  nx  est  le  logarithme  de  6"  ;  et  l'on  a  : 

logb'^^nlogb. 

Ce  lliéorèrae  comprend  évidemment  le  théorème  IV  (1,392) 
relatif  au  logarithme  d'une  racine. 

79.  Théorème  IV.  I>ans  un  système  quelconque  de  logarithmes, 
Vunité  a  pour  logarithme  zéro,  et  la  hase  du  système  a  pour  loga~ 
rithme  runité. 

On  a ,  en  effet ,  quel  que  soit  a , 


80.  Théorème  V.  Lorsque  la  base  d\tn  système  est  plus  grande 
que  Vunité,  les  nombres  plus  grands  que  runité  ont  des  logarithmes 
pcsitifs,  et  les  nombres  moindres  que  Vunité  ont  des  logarithmes  né- 
gatifs. Le  contraire  a  lieu,  lorsque  la  base  est  moindre  que  Vunité, 

On  a  vu ,  en  effet  (68) ,  que  les  puissances  positives  d*un  nom- 
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bre,  plus  grand  que  l'unité,  sont  plus  grandes  que  l'unité,  et  ses 
puissances  négatives  sont  moindres  que  l'unité.  Le  contraire  a 
lieu  pour  les  puissances  des  nombres  moindres  que  l'unité.  Si 
donc  a  est  plus  grand  que  l'unité,  l'équation 

exige  que  a?,  c'est-à-dire  logô,  soit  positif,  si  h  est  plus  granâ 
que  l'unité,  et  négatif,  dans  le  cas  contraire. 
Si,  au  contraire,  a  est  moindre  que  l'unité,  l'équation 

exige  que  x,  c'est-à-dire  log  5,  soit  négatif,  si  h  est  plus  grand 
que  l'unité ,  et  positif,  dans  le  cas  contraire. 

81.  Remarque.  Les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  loga- 
rithmes; car  les  puissances,  positives  ou  négatives,  d'une  base 
positive,  sont  toutes  positives. 

g  IV.  Identité  des  logarithmes  algébriques  et  arithmétiques. 

82.  Remarque.  Il  est  essentiel  de  démontrer  que  les  loga- 
rithmes, tels  que  nous  les  avons  définis,  ne  diflerent  pas  de 
ceux  que  l'on  considère  en  arithmétique,  et  qui  naissent  de  la 
considération  de  deux  progressions. 

85.  Les  logarithmes  algébriques  rentrent  dans  les  sys- 
tèmes CONSIDÉRÉS  EN  ARITHMÉTIQUE-  Si  l'ou  considèrc,  en  effet, 
des  nombres  en  progression  par  quotient,  commençant  par 
l'unité  : 

TV  i  :  ^  :  9^  :  5^  :  ç*  :  ç^  : ....  g"  :  ç**"*"* , 

et  que  l'on  nomme  x  le  logarithme  de  q,  les  logarithmes  des 
différents  termes  de  celle  progression  seront  (78)  : 

0,  X,  Sa?,  307,  ....,  nXj  {n-\-\)x\ 

^m%\  quand  des  nombres  sont  en  progression  par  quotient,  com- 
mençant par  Vunilè  ^  leurs  logarithmes  {76)  forment  une  progression 
arithmétique  commençant  par  0. 

Si  maintenant  on  insère  un  nombre  k  de  moyens  entre  les 
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termes  consécutifs  des  deux  progressions,  on  dit,  en  arithmé- 
tique, que  les  termes  introduits  par  là  y  clans  la  progression  par 
différence,  sont  les  logarithmes  des  termes  correspondants j  dans  la 
progression  par  quotient.  Or  nous  allons  voir  que  les  conséquences 
de  celle  définition  sont  d'accord  avec  celle  que  nous  donnons  e 
algèbre  (73). 

Si,  en  effet,  nous  insérons  k  moyens  entre  les  termes  g**,  ç"+*, 
de  la  progression  par  quotient,  et  k  moyens  entre  les  termes  nxj 
(n+  l)ic,  de  la  progression  par  différence,  les  raisons  des  pro- 
gressions formées  par  ces  moyens  seront 


V^, 


k+l' 
et  le  p*"*  moyen  sera,  dans  la  progression  par  quotient, 

et  dans  la  progression  par  différence, 

Mais  on  a  :  g"  X  CV^/  =  5""^*?-.  ? 

et,  puisque  x  est,  par  hypothèse,  le  logarithme  de  g ,  le  second 
de  ces  nombres  est  bien  (78)  le  logarithme  du  premier. 

Ainsi,  lorsqu'on  insère  un  rnême  nombre  de  moyens  dans  les  deux 
phgressions,  les  termes  introduits  dans  la  progression  par  différence 
sont  les  logarithmes  (7o)  des  termes  correspondants  de  la  progression 
par  quotient. 

84.  RÉCIPROQUE.  Nous  venons  de  voir  qu'un  système  de  lo- 
garithmes, tel  que  nous  l'avons  défini  (7o),  peut  toujours  ré- 
sulter de  la  considération  de  deux  progressions  convenablement 
choisies,  et  rentre  ainsi  dans  les  systèmes  considérés  en  arith- 
métique. On  peut  faire  voir  aussi  que  le  système  de  logarithmes ^ 
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défini  par  deux  progressions  quelconques,  satisfait  toujours  à  la 
définition  donnée  (7o). 

Soit,  en  effet,  le  système  défini  par  les  deux  progressions  : 
1,  g,  g',....  g^.... 

0,  B,  2o, nS,.... 

Posons  9'*  =  ?,    nB  =  y, 

Y  étant  le  logarithme  de  p;  on  tire  de  la  seconde  de  ces  équa- 
tions : 

et,  en  remettant  cette  valeur  dans  la  première, 

9^=p,    ou    (À  =p 

Y  est  donc  l'exposant  de  la  puissance,  à  laquelle  il  faut  élever  la 

base  fixe  go,  pour  reproduire  le  nombre  p;  y  est  donc  le  loga- 
rithme de  p  pris,  d'après  notre  nouvelle  définition,  dans  le 

système  dont  la  base  est  g5. 

g  V.  Des  divers  systèmes  de  logarithmes. 

85.  Comment  on  passe  d'un  système  a  un  autre.  Le  nom- 
bre a,  dont  les  puissances  servent  à  former  tous  les  nombres, 
se  nomme  la  base  du  système  de  logarithmes  que  l'on  considère. 
Si  l'on  change  de  base,  tous  les  logarill.mes  changent;  mais  il 
est  facile  de  voir  qu'i/5  conservent  des  valeurs  proportionnelles,  et 
se  multiplient  tous  par  un  même  facteur,  que  Von  nomme  module 
du  nouveau  système  par  rapport  au  premier. 

Soient  a  et  a'  deux  bases  quelconques,  x  et  x'  les  logarithmes 
d'un  même  nombre  h  dans  les  deux  systèmes,  de  sorte  que  l'on 
ait  : 

[1]  a'  =  h, 

[2]  a'"  =  6. 

Alg.  SP.  B.  5 
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Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  première 
équation,  dans  le  système  dont  la  base  est  a'  ;  nous  aurons  : 

[3]  xla-a==la'b, 

le  signe  L  désignant  le  logarithme  d'un  nombre  dans  le 
système  dont  la  base  est  a  .  Or,  si  on  se  rappelle  que  x  est  le  lo- 
garithme de  b  dans  le  système  dont  la  base  est  a,  l'équation  [3] 
prouve  que  les  deux  logarithmes  du  nombre  6,  dans  les  sys- 
tèmes dont  les  bases  sont  a'  et  a,  ont  pour  rapport  le  nombre 
constant  la'a. 

On  aurait  pu,  également,  prendre  les  logarithmes  des  deux 
membres  de  l'équation  [2],  en  opérant  cette  fois  dans  le  système 
dont  la  base  est  a;  on  aurait  eu  alors  : 

x'laa'=lab. 

Donc  le  rapport  des  deux  logarithmes  du  nombre  b,  pris,  res- 
pectivement, dans  les  systèmes  dont  les  bases  sont  a'  et  a,  est 

-i.  Nous  avions  trouvé,  plus  haut,  que  ce  même  rapport  est 

lad 

la4i.  Pour  que  ces  deux  résultats  coïncident,  il  faut  que  l'on  ait 

Or,  cette  égalité  est  évidente  ;  si  l'on  pose,  en  effet  : 

ka'  =  y, 

on  a,  par  définition,  a^  =  «', 

a"=a. 

Remettant,  dans  la  seconde  équation,  la  valeur  de  a'  fournie  par 

la  première,  il  vient  : 

{ayy  =  ay'  =  a. 

Donc  on  doit  avoir  i         yz=l> 

8G.  Logarithmes  népériens.  Les  logarithmes  ont  été  décou- 
verts, au  commencement  du  dix-septième  siècle,  par  J.  Néper, 
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baron  écossais.  La  base  de  son  système  est  le  nombre  incom- 
mensurable e,  que  nous  avons  défini  (27).  Ces  logarithmes  se 
nomment  logarithmes  népériens,  et  on  les  désigne  par  la  lettre  L. 
Callet  les  a  inscrits,  dans  ses  tables,  sous  le  nom  de  logarithmes 
hyperboliques.  Ce  sont  eux  qui  se  présentent  le  plus  naturelle- 
ment dans  l'analyse  mathématique. 
Considérons  les  deux  progressions  : 


i:i+«:(i  +  a)2:  (i+a)»  :.....  :(i+a)« 

0.      P     .   2p        .      sp     mp 


a  et  p  étant  excessivement  petits,  afin  que  les  termes  croissent 
très-lentement,  et  que  l'on  puisse  regarder  tous  les  nombres 
comme  faisant  partie  de  la  progression  par  quotient.  On  peut 
définir  le  système  de  ^logarithmes,  en  donnant  la  limite  vers  la- 
quelle tend  le  rapport  -,  quand  a  et  p  tendent  simultanément 

vers  zéro.  Néper  supposa  cette  limite  égale  à  1.  Dans  cette  hypo- 
thèse, les  deux  progressions  sont  : 


^  1  :  (1  +  a)  :  (1  +a)2  :  (i  +  a)'  : :  (i+a)"»  : 

vO.       a",       2a.    3a         ma. 


Si  la  base  est  (1  +  «)*">  son  logarithme  ma,  est  égal  à  l'unité, 
par  suite  a  =  —,  et  la  base  devient  (  1 H — j  .Siatendverszéro, 

m  croît  sans  limite,  et  l'expression  (l-\ — j  converge  (S3)  vers 

le  nombre  e,  base  du  système  népérien. 

87.  Logarithmes  vulgaires.  Les  logarithmes  népériens  ne  se 
prêtent  pas  commodément  aux  calculs  numériques,  parce  que  la 
base  est  incommensurable.  Aussi,  quelques  années  après  la  pu- 
blication de  Néper,  on  construisit  une  nouvelle  table  de  loga- 
rithmes, dits  logarithmes  vulgaires,  dont  la  base  est  10.  Ce  sont 
ces  logarithmes,  dont  nous  avons,  dans  la  première  partie, 
expliqué  les  usages  et  développé  les  applications.  On  les  dé- 
•  signe  par  le  signe  log. 
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Si  Ton  appelle  xety  les  logarithmes  d'un  même  nombre  dans 
le  système  népérien  et  dans  le  système  vulgaire,  on  a  : 


e«=10î' 


d'où,  prenant  les  logarithmes  dans  le  premier  système,  on  tire  : 
x=yL.lO,    ou    y=YJô^-  * 

Ainsi,  pour  obtenir  les  logarithmes  des  nombres  dans  le  système 
vulgaire,  on  multiplie  les  logarithmes  népériens  des  mêmes  nombres 
par  l'inverse  du  logarithme  népérien  de  la  nouvelle  base.  C'est  ce 

facteur  7-— 5  que  l'on  nomme  spécialement  module  du  système 

vulgaire.  En  le  désignant  par  la  lettre  M,  on  a  : 

y  =  Uœ. 

Si  l'on  avait  pris  les  logarithmes  des  deux  nombres  dans  le 
système  vulgaire,  on  eût  eu  : 

a?loge=i/. 

Donc  M=log.c. 

88.  Logarithmes  négatifs.  Lorsque,  dans  l'équation 

le  nombre  b  est  moindre  que  l'unité,  a  étant  plus  grand  que  1, 
son  logarithme  x  est  négatif  :  car  on  a  vu  (73),  que  c'est  en  fai- 
sant varier  a;  de  0  à  —  oo  ,  que  l'on  fait  prendre  à  a*'  les  valeurs 
comprises  entre  0  et  1.  Ainsi  :  les  nombres  moindres  que  l'unité 
ont  des  logarithmes  négatifs.  Ces  logarithmes  jouissent  de  toutes 
les  propriétés  démontrées  plus  haut  (7G,  etc.);  car  on  n'a  fait 
jusqu'ici  aucune  hypothèse  sur  le  signe  des  nombres  considérés. 
On  remarquera  seulement  que  les  logarithmes  négatifs  ne  sont 
pas  directement  fournis  par  les  tables.  Mais  leur  détermination 
n'offrira  pas  pour  cela  plus  de  difficultés.  Supposons,  en  effet. 


COMPLÉMENT  DES  ÉLÉMENTS  D'ALGÈBRE.  69 

que  le  nombre  b,  plus  petit  que  l'unité,  soit  donné  sous  forme 
d'une  fraction  -,on  aura  : 

Iog-  =  logm— logn  =  -~(logn— logm); 

71/ 

et,  par  suite,  le  logarithme  négatif  s'obtiendra  par  une  soustrac- 
tion. 

Mais  les  logarithmes  négatifs  ne  sont  d'aucun  usage;  et  il  est 
facile,  lorsque  l'on  en  rencontre,  ('e  les  préparer,  de  manière 
que  leur  caractéristique  seule  soit  négative.  On  a,  en  effet,  par 
exemple  : 

—  3,4582764  =  4  —  3,4582764— 4  =  4,5417236  ; 

c'est-à-dire  que  l'on  augmente  d'une  unité  la  caractéristique ^  on  la 
prend  avec  le  signe  — ,  et  Von  remplace  la  partie  décimale  par  son 
complémen:  (I,4H). 


VI.  Résolution  des  équations  exponentielles, 

89.  DÉFINITION.  On  ai^^eWe  équation  exponentielle  une  équation 
de  la  forme 

dans  laquelle  aeib  sont  deux  nouibres  positifs  donnés.  Résou- 
dre l'équation,  c'est  trouver  la  valeur  de  x,  pour  laquelle  elle  est 
satisfaite. 

90.  RÉSOLUTION  DE  l'équation  »*=  =  b.  Pour  trouver  cette  va- 
leur de  X,  il  suffit  de  prendre  les  logarithmes  des  deux  membres 
de  l'équation.  On  aura  ainsi  : 

xlog  a  =  \ogb, 
102-5 


et,  par  suite,  x 


lo^a 


o 


La  base  du  système,  dans  lequel  les  logarithmes  sont  calculés, 
est  arbitraire.  Cela  n'a,  d'ailleurs,  aucune  influence  sur  le  résul- 
tat :  car  on  a  vu  (85),  qu'en  passant  d'un  système  à  un  autre, 
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on  doit  multiplier  totis  les  logarithmes  par  un  même  nombre; 
et,  par  suite,  le  rapport  p^  n'est  pas. changé. 

91.  RÉSOLUTION  DE  l'équation  a''^  =  c.  On  peut  résoudre,  par 
les  mêmes  procédés,  Téqualion  a^''  =  c,  dans  laquelle  a,  b,  c, 
sont  des  nombres  positifs  donnés.  Car,  en  prenant  les  logarith- 
mes des  deux  membres,  on  a  : 

loga 

Pour  que  la  solution  existe,  il  faut  que  log  a  et  log  c  soient  de 
même  signe  :  on  peut  alors  les  supposer  positifs;  et  prenant, 
une  seconde  fois,  les  logarithmes,  on  a  : 

loprloff^  —  loo:  loara 

x  = — 2_, 

log  6 


g  VII.  Remarques  sur  les  questions  d'intérôt* 

92.  Nous  avons  exposé  complètement,  dans  la  première  par- 
tie, les  applications  de  la  théoriQ  des  logarithmes  aux  questions 
d'intérêts  composés.  Nous  n'y  reviendrons  pas  ici;  et  nous  nous 
bornerons  à  la  remarque  suivante. 

On  a  démontré,  qu'une  somme  A,  placée  à  intérêts  composés, 
devient,  après  n  années, 

A(l  +  r)". 

Les  conventions,  faites  sur  les  exposants  négatifs  et  fraction- 
naires, permettent,  maintenant,  de  générahser  cette  formule. 

Si  n  est  fractionnaire  et  représenté  par  -,  supposons  que  Von 

étende  le  principe  des  intérêts  composés  aux  fractions  d'année;  et 

nommons  x,  ce  que  rapporte  I  franc,  pendant  -  d'année. 

1  franc  rapportant  x  après  -  d'année,  devient,  au  bout  de  ce 

temps,  (1  +  x)  ;  et  une  somme  quelconque,  placée  pendant  le 
même  temps,  se  mtillipliera  par  (1 4-ic).  Si  donc  on  place  1  franc 
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pendant  -  d'année,  c'est-à-dire  pendant  une  année  entière,  il 

se  multipliera  q  fois  par  (1  -\-x)  ou  par  (1  +xY\  et,  comme  d'ail- 
leurs il  doit  devenir  1  +^,  on  a  : 

{\+xY  =  \+r; 

d'où  Ton  déduit  :  1  +aj=(l  +r)^. 

Et  il  eiit  évident  que  1  franc,  placé  pendant  -  année,  se  mul- 

ç 
tipliera  par  (1  +  ^)^,  c'est-à-dire  par  (1  +  ^)S  et  que,  par  suite, 

une  somme  quelconque  A  deviendra 

ce  qui  est  conforme  au  résultat  énoncé. 

2°  Si  n  est  négatif,  nous  envisagerons  la  question  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Une  somme  vaut  aujourd'hui  A;  elle  est  placée  depuis  un  temps 
indéterminé  :  combien  valait-elle,  il  y  an  années? 

Si  l'on  désigne  par  X  la  valeur  inconnue,  cette  somme,  pla- 
cée pendant  n  années,  est  devenue  A;  par  suite,  d'après  ce  qui 
précède  : 

A  =  X(l+rr, 

d'où  l'on  déduit  :  X  =  A  (1  +r}-~; 

ce  qui  est  encore  conforme  à  la  formule  donnée  plus  haut. 


RÉSUMÉ. 

66.  Des  exposants  incommensurables.  —  67,  68, 69,  70.  Lemmes  sur  les 
puissances  commensurables.  —  Définition  rigoureuse  de  a*,  quand 
ce  est  incommensurable.  —  72.  La  fonction  a'  est  continue.  —  73.  Lors- 
que X  varie  de — oo  à  -j-oo ,  a  étant  positif,  a"  prend  toutes  les  valeurs 
positives,  et  ne  prend  chacune  qu'une  seule  fois.  —  74,  7o.  Nouvelle 
définition  des  logarithmes.  —  76.  Logarithme  d'un  produit.  —  77.  Lo- 
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garilhme  d'un  quotient.  —  78.  Logarithme  d'une  puissance.  — 
79.  Logarithme  de  1,  et  logarithme  de  la  base.  —  80.  Nombres  qui  ont 
des  logarithmes  positifs,  et  nombres  qui  ont  des  logarithmes  négatifs. 
—  81 .  Les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithmes.  —  82 .  Ke- 
marque.  —  85.  Si  des  nombres  sont  en  progression  par  quotient ,  leurs 
ogarithmes  sont  en  progression  par  différence.  Cas  où  l'on  insère  de 
nouveaux  termes  dans  les  progressions.  —  84.  Les  logarithmes,  définis 
dans  la  première  partie,  sont  les  mêmes  que  ceux  qui  résultent  de  la 
aéfinition  nouvelle.  —  8o.  Gomment  on  peut  passer  d'un  système  à  un 
autre. —  86.  Logarithmes  népériens  :  leur  base.  —  87.  Logarithmes 
vulgaires;  leur  module.  —  88.  Logarithmes  négatifs.  —  89.  Définition 
de  l'équation  exponentielle.  —  90.  Résolution  de  l'équation  a'^=.b. — 

91.  Résolution  de  l'équation  a'''^=:c.  — 92.  Généralisation  des  formules 
relatives  aux  questions  d'intérêt. 

EXERCICES. 

•  Résoudre  les  équations  : 

y  p 

Od  trouve  :  x=^  i^"  \      y=  ^Êj    ' 

II.  Résoudre  les  équations  ; 

xy=y',        p'  =  qy. 

on  trouve:       «=(j|B)  ,      y={^^) 

IL  Résoudre  l'équation  : 

41og5  +  2logll— log7 


On  trouve 


2log3  4- 3log5  — log 7 +log  11* 
JY.  Résoudre  l'équation  : 

On  trouve  : 

Iog(a  +  b)' 
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log(b— o) 

V.  Résoudre  l'équation  : 

5X+1  ^  5^-2  _  5.-3  4.5.-4  =  4739. 

log  4739  — log  3146 


On  trouve  :  x=k-\- 


log5 


VL  Résoudre  l'équation  : 

3.r'-^-4^=1200. 


.400 
On  trouve  :  ^ 

■■-'6 


-^-y   iog3 

VII.  Résoudre  l'équation  : 

72*_6.7'4-o=0. 
On  ramène  la  résolution  à  celle  des  équations  : 

7'=1,      7'=5. 

VIII.  Résoudre  l'équation  : 


On  trouve  : 


_     /logji, 
Vlog  o 


CHAPITRE  IV. 

VERIFICATION  DES  FORMULES  D'ALGÈBRE. 

g  L  Conditions  d'identité  de  deux  polynômes. 

95.  Lemme.  Lorsqu'un  polynôme  est  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  d'une  variable  x,  on  peut  donner  à  cette  va- 
riable une  valeur,  positive  ou  négative,  assez  petite  numériquement, 
pour  que,  pour  cette  valeur  et  pour  toutes  les  valeurs  inférieures,  le 
polynôme  prenne  et  conserve  le  signe  de  son  premier  terme. 

Soit,  en  effet,  le  polynôme  : 

Aa?"*  +  BiC^  +  Ca;P +....  + HrrS 

dans  lequel  les  exposants  m,  n,p, ...,  t,  vont  en  augmentant. 
On  peut  l'écrire  sous  la  forme  : 

Or,  si  Ton  donne  à  x  une  valeur  très-petite,  chacun  des  termes, 
qui  suivent  l'unité  dans  la  parenthèse,  prend  une  valeur  très- 
petite,  puisque  les  exposants  sont  positifs;  et,  comme  leur 
nombre  est  fini,  la  quantité,  renfermée  entre  parenthèses,  dif- 
fère très-peu  de  l'unité.  Le  polynôme  prend  donc  une  valeur  de 
même  signe  que  Ao?*"  ;  et  il  conserve  ce  signe  pour  toutes  les 
valeurs  inférieures  de  x. 

94.  Théorème  I.  Deux  polynômes,  rationnels  et  entiers  en  x,  ne 
peuvent  être  égaux,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x,  que  s'ils 
sont  composés  identiquement  des  mêmes  termes. 

Soient,  en  effet,  les  deux  polynômes ,  ordonnés  par  rapport 
à  X, 
[1]        Vx'^+V,x"'-'  +  V,x^-'  +  .  ..i-i\^,x+V„, 

[2]        Qa;"+Q,a;"-^  +  Q»a?"-^+....  +  Qn-ia;  +  Q». 

Si  les  deux  polynômes  [l]  et  [2]  doivent  être  égaux,  quel  que 
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soit  Xf  ils  le  seront ,  en  particulier ,  par  x=  0  ;  et  par  consé- 
quent, on  doit  avoir  P,„  =  Q„.  En  supprimant  ces  deux  termes 
communs,  les  deux  restes  seront  encore  égaux;  et  leur  diffé- 
rence devra  être  nulle,  quel  que  soit  x.  Or  cette  différence,  or- 
donnée par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  a;,  a  pour 
premier  terme  (P,n-^ — Qn~i)x.  Si  ce  terme  n'était  pas  nul,  on 
pourrait,  d'après  le  lemme,  prendre  x  assez  petit,  pour  qu'il 
donnât  son  signe  à  la  différence;  celle-ci  ne  serait  donc  pas 
nulle  pour  cette  valeur  de  x.  Donc  Pm_i=Qn_i.  En  supprimant 
les  deux  termes  égaux  du  premier  degré ,  on  verra  de  même, 
que  la  différence  commencera  par  un  terme  du  second  degré 
(Pm-i — On-s)^'?  qui  devra  être  nul  à  son  tour.  Et,  en  conti- 
nuant, on  concluera  que  les  termes  doivent  être,  dans  les  deux 
polynômes,  les  mêmes  et  en  même  nombre. 

95.  Théorème  IL  Deux  polynômes  entiers  et  rationnels,  qui  ren- 
ferment un  nombre  quelconque  de  lettres  arbitraires ,  et  indépen- 
dantes les  unes  des  autres,  ne  peuvent  être  égaux,  que  s'ils  sont 
composés  identiquement  des  mêmes  termes. 

Pour  établir  ce  théorème,  il  suffit  de  montrer  que,  si  la  pro- 
position est  vraie  pour  deux  polynômes  renfermant  n  lettres 
arbitraires,  elle  le  sera  aussi  pour  deux  polynômes  qui  en  con- 
tiendraient (n  +  1).  Considérons ,  pour  cela,  deux  polynômes 
renfermant  (n-\-l)  lettres,  a;,  y,  z,  w,  v,,...p;  ordonnons-les 
l'un  et  l'autre,  par  rapport  à  l'une  de  ces  lettres,  x  par  exemple  ; 
ils  prendront  la  forme  : 

[1}  Aoa;-  + A^o;— *  +  A,x^-'+ ....  +A„, 

[2]  B,x-  +B,x^-'+B,x^^+....+Br,; 

Ao,  Al,  A2,....Am,  Bo,  Bi,  B2,....B„,  contenant  les  n  variables, 
y,  z,  Uy  v,....p.  Les  polynômes  [1]  et  [2]  étant  égaux,  quel  que 
soit  Xj  on  doit  avoir  (94)  : 

[3]       w=n,  Aû  =  Bo,  Ai  =  Bij  A,=B„....A„=Bn. 

Or  le  théorème  est  admis  pour  le  cas  de  n  variables;  donc  les 
égalités  [4]  exigent  que  les  polynômes  Ao  et  Bg,  Ai  et  Bi,.... 
Am  et  B„  soient  respectivement  composés  des  mêmes  termes  ;  et 
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que,  par  conséquent,  les  polynômes  [1]  et  [2]  soient  idenlique- 
ment  les  mêmes. 


§  IL  Vérification  de  l'égalité  de  deux  expressions  algébriques. 

96.  Cas  où  toutes  les  quantités  arbitraires  sont  indépen- 
dantes LES  UNES  DES  AUTRES.  D'après  le  théorème  précédent, 
pour  vérifier  une  t^quation  entre  quantités  arbitraires,  il  suffit 
d'en  faire  disparaître  les  radicaux  et  les  dénominateurs,  et  de 
constater  que  les  deux  membres  sont  composés  identiquement 
des  mêmes  termes. 

Si  cela  n'a  pas  lieu ,  on  peut  affirmer  que  l'égalité  proposée 
n'est  pas  exacte  pour  toutes  les  valeurs  des  lettres  qu'elle  ren- 
ferme. 

97.  Cas  où  les  quantités  arbitraires  ne  sont  pas  toutes 
INDÉPENDANTES.  Lopsquc  l'égalité  n'a  lieu  qu'en  vertu  de  cer- 
taines relations  entre  les  lettres  qui  y  sont  contenues ,  il  faut, 
pour  la  vérifier,  exprimer,  au  moyen  de  ces  relations,  un  certain 
nombre  de  lettres  en  fonction  de  celles  que  l'on  peut  considérer 
comme  arbitraires,  et  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation 
proposée.  Après  la  substitution,  l'équation  rentrera  dans  le  cas 
précédent. 

§  III.  Application  à  quelques  problèmes. 

98.  Problème  I.  Examiner  si  les  équations 

entraînent  la  suivante  : 
[3]  cCiC2  4-YYiY2  =  0- 

On  a  ici  deux  relations  [1]  et  [2]  entre  les  six  quantités  c,  d^  d, 
Y)  ïi>  Yî*»  on  doit  donc  en  tirer  les  valeurs  de  deux  de  ces  six 
quantités  en  fonction  des  quatre  autres.  On  en  tire  de  l'équa- 
tion [1]  : 
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On  lire  de  [2]  : 


Ï1  =  C2 

CiCt 

ou,  en 

remplaçant  y  par  la  valeur  [4]  : 

ou  • 

Yi-^=C2- 

C2Y2 

[5] 

Y    — 

Y2— c 
Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'égalité  à  vérifier  [3],  on  a  : 

Y2(Y2  — C) 

ce  qui  devient  une  identité ,  quand  on  supprime  le  facteur 
(Yî  — c)y2  commun  au  numérateur  et  au  dénominateur  du  se- 
cond terme. 

99.  Problème  II.  Examiner  si  V égalité 

ad  —  bc  ac  —  bd 


[1] 


a  — b  — c  +  d      a  —  b  +  c  — d' 

entraine  Vègalitè 

roi  ac — bd      _  a  +  b  +  c  +  d 

^  -^  a-b  +  c  — d~^  4 

Il  faut,  conformément  à  la  méthode  indiquée,  déduire  de  l'é- 
galité [l]  la  valeur  de  l'une  des  quatre  lettres  qu'elle  renferme, 
et  substituer  celte  valeur  dans  l'équation  [2],  qui  doit  alors  de- 
venir identique. 

Si  l'on  chasse  les  dénominateurs  de  l'équation  [1],  il  vient  : 

a'd — ad{h-\-d  —  c)  —  abc-\-hc{h-\-d — c)  , 

=  a'^c  —  ac{h  -\-  c  —d) — ahd-\-hd{h-{-c — c/), 

ou,  en  réunissant  les  termes  en  a,  et  réduisant  : 

[3]    a\d^c)—a{(P  —  c')—b^{d  —  c)-^h{d^-'C^)=^0. 
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Si  l'on  divise  tous  les  termes  par  (d  —  c),  il  vient  : 

ce  qui  peut  s'écrire  : 

[4]  a^^b^  —  {a'-b){c  +  d)  =  0, 

ou,  en  divisant  par  (a  — -  6)  : 

fl  +  6  — c  — ci  =  0, 
c'est-à-dire  :  a  =  c  +  rf  —  b. 

Si  l'on  remet  cette  valeur  dans  l'équation  [2],  elle  devient  : 

c'^  +  cd—cb  —  bd_2c-{-'2d 
2c^2b         "~       4      ' 

{c-b){c  +  d)_c  +  d 

ce  qui  a  lieu  identiquement. 

Remarque.  Nous  avons  supprimé,  dans  les  équations  [3]  et 
[4],  les  facteurs  (d — c)  et  (a^b).  Le  résultat  n'est  donc  appli- 
cable que  dans  le  cas  où  ces  deux  différences  ne  sont  pas  nulles. 
On  peut  vérifier,  en  effet,  que  pour  a  =  b  comme  pour  c-=d, 
l'équation  [1]  devient  identique,  et  ne  peut,  par  suite,  entraîner 
aucune  conséquence. 

RÉSUMÉ. 

95.  Lemme  sur  la  valeur  et  le  signe  d'un  polynôme,  lorsqu'on  donne  à  la 
variable  une  valeur  très-petite.  —  94.  Théorème  sur  les  conditions 
d'égalité  de  deux  polynômes  contenant  une  lettre  arbitraire.  —  Ex- 
tension de  ce  théorème  au  cas  où  les  deux  polynômes  renferment  un 
nombre  quelconque  de  lettres  arbitraires.  —  96.  Moyen  de  vérifier  une 
équalion  entre  diverses  quantités  arbitraires.  —  97.  Cas  où  ces  quan- 
tités arbitraires  sont  liées  par  certaines  relations.  —  98,  99.  Applica- 
tion à  quelques  problèmes. 
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EXERCICES. 

L  Vérifier  que  les  deux  équations  : 

entraînent  la  suivante  :  '  ^  '  s  V'^  ^ 

n.  Vérifier  que  les  deux  équations  : 

"  +  «=2*'      5+3=1- 

*"  a     c 

entraînent  la  proportion  :  7)~w* 

IIL  Vérifier  que  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  deux  bases, 

iitH3  +  l7rH(R2  +  r2), 

est  la  différence  de  deux  segments  sphériques  à  une  hase,  ^.yaut  R  et  r  poui 
rayons  de  bases,  c'est-à-dire ,  qu'il  est  égal  à 

H'  et  /i'  satisfaisant  aux  conditions  que  la  géométrie  indiqua  facilement  :  , 

H'-^'=H,       p^=R^  +  (p-H')S      P^=r2  +  (p-/i7, 
p  étant  le  rayon  de  la  sphère. 
On  applique,  pour  ces  trois  exercices,  la  méthode  générale  (0!?). 

IV.  Vérifier,  que,  si  l'on  a  : 

A_B_C__D 
on  a  aussi  : 

V.  Si  l'on  désigne  par  S,„  la  somme  des  m  premiers  termes  d'une  progression 
par  quotient,  dont  q  est  la  raison,  vérifier  que  la  somme  des  produits,  deux  à 

deux,  de  ces  m  premiers  termes  est  —j-  S«S«-t. 

On  s'appuie  sur  cette  proposition,  que  la  somme  des  produits  deux  à  deux  est 
la  moitié  de  la  difl^érance  entre  le  carré  de  la  somme  et  la  somme  des  carrés. 
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VI.  Si  l'on  considère  la  suite  des  nombres 

1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  43...., 

dans  laquelle  chaque  terme  est  la  somme  des  deux  précédents  :  prouver  que  la 
différence  entre  le  carré  d'un  terme  et  le  produit  de  ceux  qui  le  comprennent, 
est,  en  valeur  absolue,  égale  à  l'unité. 

On  prouve  que  cette  différence  a  une  valeur  absolue  constante. 

VII.  Vérifier  que  l'équation 


V — 3     V — £'  *■ 

entraîne  la  suivante  :  - — -=^ — -.. 

X — a     X  —  a' 

On  cherche  à  rendre  rationnelle  l'équation  donnée,  et  àdécomposer  ses  deux 
membres  en  facteurs. 

VIII,  Démontrer  que  les  six  équations 

«2  +p2  4-^2  =1,  aV'  +  PT  +  ïY-O, 
a'2  +p'2+y2^1,  aa'+pp'  +yy'  =0, 
a"2  ^P"2^y"2=1,        aa"  +  pp"  +yy"=0, 

entraînent  les  7  équations  suivantes  : 

a2  +  a'2+a"='=l,  ap  +  a'l3'+a"P"=0, 

P'+r  +  r=l.  ocY  +  aY+aV^O, 

a^a'^a"^  +  p^p'^p''^  +  y^y'^y"^  =  a^^^^^  ^  a'^p'sy:  +  a"2[i"2. 
On  résout  également  ces  exercices^  en  posant  : 
ax'  +  a'y'  +  a";5'=  x, 

yx  +YY  +  YV  =  ;Jf, 

et  en  cherchant  k  obtenir,  de  deux  manières,  en  vertu  des  relations  données, 
la  somme  x'^-]-y'^  ■{■  s'^,  eux,  y,  z.  Pour  la  dernière  vérification,  on  cherche 
à  déduire  des  relations  données  une  valeur  de  a^a'^a"^  +  ^^^'^^"'^  -f  f^'^y"^  ^  qui  ne 
change  pas,  quand  on  y  change  a'  en  p,  a"  en  y  et  p"  en  y'. 
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IX.  L'équation  _i— + _L.  =  -^L  j L_ 

^  a-hx^b  +  x     a'+x^h'  +  x 

ne  peut  avoir  lieu,  quel  que  soit  x,  que  si  a  et  &  sont  respectivement  égaux  à 
a'  et  b', 

X.  Démontrer  que  l'équation 

a  a' 


{b+xy-\-a'     ih'  +  xy-i-a'^ 
ne  peut  avoir  lieu,  quelque  soit  x,  que  si  l'on  a  :  a=za',  b=b\ 
On  applique,  pour  ces  deux  exercices,  le  théorème  (94:). 
XL  Vérifier  que  les  quatre  équations 

a'ai  +  b'c'=pY,         ïY'  +  cc'=:a,&,, 

entraînent  la  suivante  : 

aihiCi=aa'ax  +  bVbi  +  c<fci  +  abc  4  a'b'c'. 

On  obtient  ce  résultat,  en  éliminant  p,  p',  y,  Y  entre  les  équations  propo- 
sées. 


Alg.  sp.  C. 


CHAPITRE  V. 

MÉTHODE  DES  COEFFICIENTS  INDÉTERMINÉS. 

100.  DÉFINITION.  Lorsqu'on  cherche  à  déterminer,  d'après 
certaines  conditions,  un  polynôme  ordonné  par  rapport  à  une 
lettre  donnée,  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle 
consiste  à  écrire  ce  polynôme,  en  laissant  indéterminés  ses  coeffi- 
cients et  quelquefois  son  degré.  On  exprime  ensuite  qu'il  salis- 
fait  aux  conditions  proposées;  et  Ton  obtient  ainsi  des  équa- 
tions, dans  lesquelles  ces  coefficients  et  ce  degré  entrent  comme 
autant  d'inconnues,  dont  elles  font  connaître  la  valeur. 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  la  division  des  poly- 
nômes et  à  l'extraction  de  leurs  racines. 

§  I.  Division  des  polynômes. 

101.  Cas  où  la  division  doit  se  faire  exactement.  Soit  à 
diviser  un  polynôme ,  de  degré  m , 

Aoo;-  +  Aïo?»"-^  +  k,x^-'  +....  +  A^, 

par  un  polynôme,  de  degré  n, 

B.x*'  +  B,x^-'  +  Bsa?"-^  + . . . .  4-  Bn . 

Il  faut  que  le  quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  reproduise 
identiquement  le  dividende.  Or,  si  l'on  désigne  par  a  le  degré 
du  quotient,  celui  du  produit  sera  (n  +  a)  :  on  devra,  par  con- 
séquent, avoir  : 

m  =  n  +  a,    ou    a  =  m — n. 

Connaissant  ainsi  le  degré  du  quotient,  et,  par  suite,  le  nombre 
de  ses  coefficients  égal  à  (a-f  1),  on  pourra,  en  désignant 
chacun  d'eux  par  une  lettre  particulière,  effectuer  le  produit  du 
quotient  par  le  diviseur.  Ce  produit ,  étant  du  degré  m ,  sera 
composé  de  (w  -|- 1)  termes  :  en  les  égalant  aux  termes  corres- 
pondants du  dividende,  on  obtiendra  (w-(-l)  équations  du  pre- 
mier degré  entre  les  (m  —  n  -|- 1)  coefficients  inconnus.  Il  suf- 
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(ira»  pour  les  déterminer,  de  résoudre  (m  —  n+l)  équations; 
les  n  autres  devront  être  satisfaites  d'elles-mêmes,  et  seront  des 
équations  de  condition. 

102.  Cas  où  la  division  laisse  un  reste.  Si  l'on  veut  appli- 
quer la  méthode  des  coefficients  indéterminés  à  la  recherche  du 
quotient  et  du  reste,  dans  le  cas  où  la  division  n'est  pas  pos- 
sible, la  question  doit  être  posée  de  la  manière  suivante  : 

Trouver  un  polynôme^  qui^  multiplié  par  le  diviseur,  donne  un 
produit,  dont  la  différence  avec  le  dividende  soit  de  degré  moindre 
que  le  diviseur. 

On  devra,  dans  ce  cas,  égaler  seulement,  aux  termes  corres- 
pondants du  dividende,  les  termes  de  ce  produit  dont  le  degré 
n'est  pas  inférieur  au  degré  n  du  diviseur  :  on  obtiendra  ainsi 
(m — n  +  1)  équations  (les  mêmes  que  si  l'on  cherchait  un 
quotient  exact),  qui  permettront  de  déterminer  tous  les  coeffi- 
cients du  quotient.  La  différence,  entre  le  dividende  et  le  produit 
du  diviseur  par  le  quotient,  sera  le  reste. 

105.  Calcul  des  coefficients  du  quotient.  Les  {m — n  +  l) 
équations,  qui  déterminent  le  quotient,  offrent  une  forme  re* 
marquable,  qui  rend  leur  résolution  très-facile.  Soit,  en  effet, 

C,x^-+G,x^'''-'  +  C,x^---*+ . . . .  +  C»a;»-"-*+ . . . .  +  C^_, , 

le  quotient  inconnu.  En  multipliant  ce  quotient  par  le  diviseur, 
on  a  évidemment  : 

Bfi,x"^  +  (BiCo  +  BoCi)  x^-'  +  (BsCg  +  B,G,  +  Bfi,)  x^'+,.,. 
-f(B,Co  +  B._,Ci  +  ....BA-_i  +  BoC,)a^«-*  +  .... 

Et,  en  égalant  les  coefficients  de  ce  produit  à  ceux  du  dividende, 
on  a  : 

BoCo=^Ao,    BiCo+Boa  =  A,,    B,Co+B,Ci  +  BoC,  =  A2, 

B*Co-f-B,_A+....  +  BiCk-i-|-BoCfc=:.Ak..oe 

La  première  équation  ne  contient  donc  que  l'inconnue  Gq\ 
Cq  étant  connu,  la  seconde  permettra  de  calculer  Ci,  qui  n'y 
entre  qu'au  premier  degré;  Co  et  Cj  étant  connus,  la  troisième 
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équation  permettra  de  calculer  C2 ,  qui  n*y  entre  qu'au  premier 
degré.  En  général,  chaque  équation  renterme,  au  premier  de- 
gré, une  inconnue  qui  ne  figurait  pas  dans  les  précédentes,  et 
qu'elle  permet  de  déterminer.  Ainsi,  G»  figure,  pour  la  première 
fois,  dans  le  coefficient  de  a?"*-*;  en  sorte  que  les  k  premières 
équations  ne  renferment  pas  cette  inconnue.  Quant  à  la  (/f+l)*"% 
elle  renferme  G*  au  premier  degré. 

104.  Application.  Appliquons  la  méthode  précédente  à  un 
exemple.  Soit  à  diviser 

par  x^-\-px-\-q. 

Le  quotient  doit  être  du  quatrième  degré.  Désignons-le  par 

a;*  -f-  niiX^  +  m^x'^  +  ^3^7  +  m^  ; 

En  formant  son  produit  par  le  diviseur,  on  obtient  : 

x^  +  (p  +  Wi)^  +  {Q  +pmi  +  mi)x^-\-  (qmi  +pm2-\-mi)a^ 
+  {qmi+prrh-{-m^)x*-{-{q'ïïh'^pmi)X']-qmt,. 

En  égalant  les  termes  de  ce  produit,  dont  le  degré  surpasse 
Tunité,  aux  termes  correspondants  du  dividende,  on  a,  pour 
déterminer  mi,  ma ,  mj ,  m^ ,  les  équations  : 

p-|-mi  =  Ai,    ç  +  pmi  +  m2  =  A2,    çwi  +  pm2  +  Wj  =  Aa, 
çm2+;?m3  +  m4  =  A*. 

La  première  fera  connaître  mi;  la  seconde,  mi  étant  connu, 
fera  connaître  Wa  ;  la  troisième  donnera  ensuite  m^ ,  et  la  qua- 
trième m^ . 

On  verra,  sans  peine,  que  cette  méthode  conduit  aux  mêmes 
calculs,  que  la  méthode  exposée  dans  la  première  partie. 
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§  IL  Extraction  de  la  racine  m"*  d'un  polynôme. 

i05.  MÉTHODE  GÉNÉRALE.  Soit  le  polynome  : 

Aorr"  +  kxx^'  +  A^x^-'  +  ....  +  Ap  ; 

désignons  sa  racine  m*"*  par 

Boa;"  +  Bix"-*  +  B^a?"-»  +  ....  +  B„. 

Il  faut,  par  définition ,  que  l'on  ait  identiquement  : 

(Boic"  +  Bia;"+'  +  B2a;"-«+ . . , .  +  B^)"» 
=  Aoa:*'^-  Aia^P-^  +  A^x^^  +  ....  +  Ap. 

Pour  que  les  deux  membres  soient  de  même  degré,  il  faut  que 
l'on  ait  : 

p  =  mn. 

Si  donc  p  n'est  pas  un  multiple  de  m ,  le  problème  est  impos- 
sible. Si  p  est  divisible  par  m,  le  degré  de  la  racine  sera 

—  :  on  connaîtra,  par  suite,  le  nombre  (— +  1  )  de  ses  coeffi- 
cients. On  pourra  élever  cette  racine  à  la  puissance  rrT'  ;  on  for- 
mera ainsi  un  polynome  du  degré  p.  En  égalant  les  (-  +  l) 
premiers  termes  aux  termes  correspondants  du  polynome  donné, 
on  obtiendra  (  —  +  1)  équations,  pour  déterminer  les  coeffi- 
cients inconnus.  Les  équations,  qui  expriment  Tégalité  des 
termes  suivants,  devront  être  satisfaites  d'elles-mêmes,  si  le 
problème  est  possible  :  ce  sont  des  équations  de  condition. 

i06.  Calcul  DES  coefficients  de  la  racine.  Les  (—  -(- 1  )  équa 

tions,  qui  déterminent  la  racine,  ont  une  forme  remarquable, 
qui  rend  leur  résolution  très-facile.  En  effet,  dans  le  développe- 
ment de 

(Boa;"-|-Bia;"-*-fB2a?»^-«  +  . .. .  +6^0;"-*+. .. .  -f  B„)-, 
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OÙ  n  est  égal  à  ~,  le  terme  en  x^  ne  contient  que  B,*"  ;  le  terme 

en  ^P-*  contient  Bo  à  la  puissance  [m —  1),  et  Bi  au  premier  degré  ; 
le  terme  en  x^-^  contient  Bo ,  Bi  et  B^ ,  et  celte  dernière  inconnue 
n*y  entre  qu'au  premier  degré.  En  général,  B*  n'entre  dans 
aucun  terme  dont  le  degré  est  supérieur  à  (p  — A;);  et  il  entre  au 
premier  degré  dans  le  coefficient  du  terme  en  x^-^.  Par  consé- 
quent, la  première  équation  Bo"*  =  Ao  fera  connaître  Bo  par  une 
extraction  de  racine  :  Bq  étant  connu,  la  seconde  équation  fera 
connaître  Bi ,  qui  n'y  entre  qu'au  premier  degré  ;  t^o  et  B^  étant 
connus,  la  troisième  fera  connaître  Bj,  qui  n'y  entre  qu*au  pre- 
mier degré.  Et,  en  général,  la  (/c  +  l)*""  équation  déterminera  Bt , 
qui  n'y  entre  qu'au  premier  degré;  car,  dans  le  développement, 
il  n*y  a  qu'un  terme  en  x^~^,  qui  contienne  B/t  ;  c'est  le  terme 
mBkX'^-\B^x'')'^--^, 

Il  sera  facile  d'appliquer,  en  particulier,  cette  méthode  à 
l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme. 

g  in.  Application  à  quelques  problèmes. 

107.  Problème  I.  Déterminer  y  entre  p  ei  q,  la  relation  nêceS' 
saire  pour  que  le  trinôme 

x^-\-px-\-q 

soit  divisible  par  le  carré  d'un  binôme  convenablement  choisi  (x — a)^. 

Si  (ic+  P)  désigne  le  quotient  de  cette  division,  on  aura  : 

x^  +  px  +  q={x—uy{x  +  Ç>)  =  {x''  —  2oiX  +  oi,^)ix+^) 
=  ^3  _|_  (p  __  2  a)  0?^  +  (a2— 2  ap)  a;  +  a^p. 

On  en  conclut,  en  identifiant  les  deux  membres  : 

P  — 2a  =  0,     «2  — 2a,S  =  p,     a^p  =  ç. 

Remplaçant,  dans  les  deux  dernières  équations,  p  par  sa  valeur 
2a,  tirée  de  la  première,  il  vient  : 

/     P 

a^— 4a2  =  p,      ou     a  =  \  / — '^  , 
et  2oi^=q. 
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Éliminant  enfin  a  entre  ces  deux  équations ,  on  a  : 
ç=2^y--f),    ou    4p»  +  27 5=^  =  0. 

Telle  est  la  condition  cherchée. 

108.  Problème  IL  Déterminer  les  coefficients  m  et  n,  de  telle 
manière  que  Vexpression 

ma;'  — (2m*+3n)aj*  +  (m*+  6mn)x  —  Sm^nr, 

soit  un  cube  parfait. 

Il  faut,  pour  cela,  identifier  l'expression  avec  le  cube  d'un 
binôme  {ax-{-b),  c'est-à-dire  avec 

a^x^+3a''bx^  +  Sab^'x  +  b'  : 

ce  qui  fournit  les  équations  : 

m=a»,     —  (2m^  +  3?i)=3a2&,    m*+6mn=3a5S     — 3m^^=6^ 

Les  deux  dernières  donnent  ; 

..  m^-{-6mn m*-|-  6n 

b  =  —  uSm'^n^     a=~T;==f=r — ^  3;- — =• 
^  '  S\/9m''n^       3v^9/nn* 

a  et  6  étant  ainsi  déterminés,  les  deux  équations  restantes 
sont  des  équations  de  condition.  Si  l'on  y  substitue  à  a  et  à  6 
leurs  valeurs ,  ces  équations  deviennent  : 


[1]  ^-    o.    n^.v2    > 


27.9m;i-^ 


[21     -m^  I  o^^3(m'^  +  6n)^3m^^^^(m«+_6n)^^(7n»+6n)^ 
9^81wV  3^27?!^  971 

Chassant  le  dénominateur  de  cette  dernière,  et  réduisant,  on  a  : 

m* — 6nm*+9n^  =  0, 

ou  (m^  — 37i}'  =  0. 
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On  tire  de  là,  pour  valeur  unique  de  n , 

roi  m^  I 

[3]  n  =  -. 

Celte  valeur,  substituée  dans  l'équation  [1] ,  la  rend  identique. 
La  condition  demandée  se  réduit  donc  à  la  relation  [3].  Et  le 
polynôme  proposé  est  alors,  comme  on  s'en  assure  facilement, 
le  cube  de 


RÉSUMÉ. 

100.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  s'applique  aux  questions 
dans  lesquelles  on  veut  déterminer  un  polynôme,  d'après  certaines  con- 
ditions. — 101.  Application  de  cette  méthode  à  la  théorie  de  la  division, 
dans  le  cas  où  la  division  se  fait  exactement.  —  102.  Cas  où  Ton  a  à 
trouver  le  quotient  et  le  reste.  —  105.  Toutes  les  équations  que  l'on 
a  à  résoudre,  sont  du  premier  degré  à  une  inconnue.  —  104.  Applica- 
tion à  un  exemple.  —  lOS.  Application  de  la  méthode  à  la  recherche 
de  la  racine  m""  d'un  polynôme.  —  106.  Les  équations,  que  l'on  a  à 
résoudre,  sont  toutes  du  premier  degré  à  une  inconnue.  —  107, 
108.  Application  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  à  la  solu- 
tion de  quelques  problèmes. 


EXERCICES. 

I.  Trouver  les  conditions,  pour  que  le  polynôme 

4a<— 4p«3  +  kqx'  +  2j)(m  +  l)x  +  (m  + 1)» 
soit  le  carré  d'un  polynôme  entier  par  rapport  à  x. 

Il  faut  que  :  m  + 1  =q— 7- 

II.  Déterminer  la  condition,  pour  que  lepolynome 

At/2  +  Brty  +  Ca? -H  Dy  +  Ea;  +  F 
soit  le  produit  de  deux  expressions  du  premier  degré  en  a:  et  y. 
n  faut  que  :  (BD— 2AE)  ^  =  (B'— 4AC)  (D'  —  4AF). 
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III.  Décomposer,  de  cette  manière,  le  polynôme 

2a;»  — 21a;y-llt/-a;  +  34î/-3. 
On  trouve  :  (2a;  +  y  — 3)  (a;-lli/  +  l). 

IV.  Mettre  Texpression  k[x' -[■  x' +  x^ -\- x  +  \)  sous  la  forme  de  la  différence 
des  carrés  de  deux  polynômes  du  second  degré,  entiers  par  rapport  à  x. 

On  trouve:  i2x'-\-x-^2y-bx^. 

V.  Déterminer  les  conditions  pour  que  l'expression 

{x-oiy-\-{y-^?-k{aY  +  h'x'-a'h^) 
soit  le  carré  d'un  polynôme,  du  premier  degré,  en  a;  et  y. 
Si  o>b,  il  faut  que  l'on  ait  :   fc=^,  a=±:Va^-6^,p=0,  et  le  polynôme 

est  le  carré  de  a± • 

a 

Si  a<b,  il  faut  que  l'on  ait  :  k=^^,   a=:0,   p=±Vb'-a2;  et  le  poly- 

nome  est  le  carré  de  o±:- — r • 

VI.  Mettre  (Aa;^  +  2Bxy  +  Cx^)  sous  la  forme  (oa;  +  Pî/)^  +  (ya;  +  6y)^  Cela  est-il 
toujours  possible?  Ya-t-il  plusieurs  solutions? 

Il  y  a  une  infinité  de  solutions.  Pour  qu'elles  soient  réelles,  il  faut  qu'on  ait  : 

A>0,    OO,    AOB2. 

VII.  Mettre  (Aa;'  +  3Ba;2y  +  3Ga;y2  +  Dy')  sous  la  forme  (oa;  +  py)  H  (y^  +  8y)'. 

Après  avoir  identifié  les  deux  polynômes,  on  prend  une  inconnue  auxiliaire 
a)=a5  — Py;  on  calcule  les  expressions  AC-BS  BD-C^,  AD-BC,  et  enfin 
(AD  — BC)2  — /i(AC— B^)  vBD  —  C2)  :  cette  dernière  est  égale  à  a)«,  et  fait  con- 
naître w.  Les  autres  font  connaître  ay,  pô,  et  a5  +  Py-  On  en  tire  facilement 
a,  p,  Y,  S. 


LIVRE  IL 

THÉORIE  DES  DÉRIVÉES. 


CHAPITRE   PREMIER. 

CALCUL  DES  DÉRIVÉES  DES  FOIVCTIOIVS  EXPLICITES 
D'UNE  SEULE  VARIABLE. 

§  L  Notions  préliminaires. 

109.  DÉFINITIONS.  Lorsqu'une  variable  y  dépend  d'une  autre 
variable  a?,  de  telle  sorte  qu'à  chaque  valeur  donnée  arbitraire- 
ment à  X,  corresponde  une  valeur  unique  et  déterminée  de  y, 
on  dit  que  y  est  une  fonction  de  x  :  et  l'on  indique  cette  dépen- 
dance par  le  symbole 

y  =  nx). 

La  quantité  x  se  nomme  la  variable  indépendante^  parce  qu'on 
peut  lui  donner  arbitrairement  toute  espèce  de  valeurs. 

Lorsque  la  variable  x  reçoit  deux  valeurs  o  et  a  -|-  ^»  ^  est 
X  accroissement  donné  à  la  variable  ;  la  fonction  prend  &evd  va- 
leurs correspondantes  f{a)  et/'(a  +  /i)  ;  et  la  différence,  positive 
ou  négative,  f{a+h)  —  /"(a),  se  nomme  Y  accroissement  corres- 
pondant de  la  fonction. 

La  fonction  est  continue,  lorsqu'on  peut  donner  à  h  une  valeur 
assez  petite,  pour  que  l'accroissement  de  la  fonction  soit  aussi 
petit  qu'on  le  voudra.  On  ne  s'occupe,  dans  tout  ce  livre,  que 
des  fonctions  continues. 

110.  DÉVELOPPEMENT     D'uNE     FONCTION    ENTIÈRE    f{x-\-h), 

SUIVANT  LES  PUISSANCES  DE  h.  SI,  daus  uu  polynomc,  entier  par 
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rapport  à  une  lettre  x,  et  que  nous  représenterons  générale- 
ment par 

f{x)  =  Aoa;'"+  Aia;"'-^  Aaa;"»-^  +  ....  +  AnO;*^"  +  ....  +A„, 

on  remplace  x  par  a?  +  /^,  le  résultat  de  cette  substitution  est  : 

fix+h)=A,{x-j-hr+k,(x+hy^'+.,,.+kn{x+hr-^+,...^^^ 

.  Si  Ton  développe  chaque  terme  par  la  formule  du  binôme,  et 
si  Ton  ordonne  suivant  les  puissances  ascendantes  de  h,  cette 
expression  devient  : 


+A,a;'«=»+(w— l)A,x»-2 
+A2a;"'-2  +  (m— 2)A2a;"'-3 


+  A.nX' 


+  (m— n)A„a;"'-»- 
A«_, 


/i+m(m— l)Aoir'»-» 
+  (m~l)(m-2)A,a;--3 
+  (m— 2)(m--3)A,.T"'-< 

+(w — n)[m—n—\)AnX'^' 


j^+...+m(m-l}...2.1Aoj^^ 


Les  termes  indépendants  de  h,  ceux  auxquels  se  réduit  l'ex- 
pression pour  h=0,  forment,  comme  cela  devait  être,  le  poly- 
nôme proposé  lui-même.  Le  coefficient  de  /i,  polynôme  du  degré 
(m —  1)  par  rapport  à  a;,  se  nomme  la  dérivée  du  polynôme  pro- 
posé; et,  lorsque  le  polynôme  est  représenté  par  /"(a?),  la  dérivée 
est  assez  habituellement  représentée  par  f'{x).  Le  coefficient  de 

- — -f  polynôme  du  degré  (m — 2),  est  la  seconde  dérivée  du  po- 
lynôme. On  la  désigne  ]^a.rf(x).  De  même  les  coefficients  de 

T-TT^T.'.T— r ,  polynômes  dont  le  degré  est  de  moins  en 

1.2.3        1,2. .  ,m    ^    "^  ° 

moins  élevé,  sont  la  troisième,  ...la  m™"  dérivée  du  polynôme, 

et  se  représentent  par /*'''(a?)..., /""(a?).  D'après  ces  notations, 

le  développement  s'écrira  : 


f{x+h)=fix)+kr{x)+j^r{x) 

h*' h*^-' 


h^ 


1.2.3 


:nx)+...-{ 


r(^)+.... 


/i"* 


1.2...n'    '  '  '  '1.2...  (m 

Chacun  des  polynômes  f  (a?),  f  (x),  f"{x) . 


i/*"'(^)+i:2— ;;i''"(^)- 


f^{x),  se  déduit 
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du  précédent,  d'après  une  même  loi  qui  est  fort  simple.  Si  l'on 
examine,  en  effet,  le  polynôme 

on  reconnaît  immédiatement  qn*il  faut,  pour  le  former,  diminuer 
d'une  unité  V exposant  de  chacun  des  termes  de  f  (x),  et  multiplier  le 
coefficient  par  l'exposant  non  encore  diminué.  L'inspection  des 
polynômes  f"  {x),f"{x)y.,.,  montre  que  chacun  se  déduit  du 
précédent  suivant  la  même  loi  ;  en  sorte  que  f  (x)  est  la  dérivée 
de  f  (x),  f"  {x)  celle  de  f'{x),  et  ainsi  de  suite.  Et  c'est  pour  cette 
raison,  que  f  {x)  est  dite  la  seconde  dérivée  àe  f  (a?),  que  f"  {x)  est 
dite  la  troisième  dérivée,  et  ainsi  de  suite. 

Chaque  dérivée  est  de  degré  moindre  que  la  précédente;  en 
sorte  que  la  wr^  dérivée  d'un  polynôme,  de  degré  m,  est  con- 
stante, et  qu'il  n'y  en  a  pas  de  (m  + 1)™*. 

lil.  Propriété  de  la  dérivée  d'une  fonction  entière.  La 
définition,  que  nous  avons  donnée  de  la  dérivée,  ne  s'apphque 
qu'aux  polynômes  entiers  et  rationnels;  mais  nous  allons  en 
déduire  une  propriété  importante,  que  nous  prendrons  ensuite 
pour  définition  ;  ce  qui  permettra  d'étendre  la  notion  de  dérivée 
aux  expressions  d'une  autre  forme. 

On  a  (ilO),  en  désignant  par  F  {x)  un  polynôme  entier  par 
rapport  à  x  : 

f{x+h)=Y{x)+hr{x)+^^r{x)  +  . ..  +  77^^  F-C^); 

on  en  conclut  : 

^M4:zI(£)=r(.)+^r(.)+^P"'{.)  +  ... 

Si,  X  restant  fixe,  on  fait  tendre  h  vers  zéro,  le  second  membre 
a  évidemment  pour  limite  F'  {x)  ;  il  doit,  par  suite,  en  être  de 
même  du  premier;  et  l'on  a,  par  conséquent  : 


^,,  ,      ,.     Y{x  +  h)  —  Y{x) 
F'  {x)  =  h  m  -^^ — ■ — ^ ^-^, 


résultat  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 
La  dérivée  d'un  polynôme  F  (x)  est  la  limite  du  rapport  de  VàC' 
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croissement  F  (x  +  h)  — F(x)  de  ce  polynôme  à  V accroissement  h  de 
la  variable,  lorsque  ce  dernier  accroissement  diminue  de  plus  en 
plus. 

112.  Nouvelle  définition  de  la  dérivée.  C'est  la  propriété 
précédente,  qui  sera  dorénavant  prise  par  nous  pour  définition. 
Nous  dirons  : 

On  nomme  dérivée  d'une  fonction  continue  quelconque  la  limite, 
vers  laquelle  tend  le  rapport  de  r accroissement  de  cette  fonction  à 
r accroissement  de  la  variable,  quand  ce  dernier  tend  vers  zéro.  Celle 
définilion  s'applique,  d'après  ce  qui  précède,  aux  fonctions  en- 
tières :  elle  permet,  en  outre,  d'étendre  la  notion  de  dérivée  à 
une  fonction  quelconque. 

On  peut  demander,  si  une  fonction  continue  quelconque  f{x) 
a  une  dérivée.  Nous  répondrons  d'abord,  qu'en  fait,  nous  allons 
trouver,  dans  les  paragraphes  suivants,  les  dérivées  des  princi- 
pales fonctions;  ce  qui  démontrera  leur  existence  à  posteriori. 
Nous  ajouterons,  d'ailleurs,  que  la  fonction  étant  continue, 
l'équation  y  =  f{x)  représente  une  courbe  plane  continue, 
rapportée  à  deux  axes  rectangulaires;  et  Ton  démontre,  en 
géométrie  analytique,  que  la  dérivée  représente  la  tangente 
trigonométrique  de  l'angle  que  fait,  avec  l'axe  Oo;,  la  tangente  à 
la  courbe  au  point  (x,  y).  Comme,  en  chaque  point,  une  courbe 
continue  a  une  tangente  bien  déterminée,  la  fonclion  admet 
une  dérivée. 

La  dérivée  d'une  fonction  est  une  nouvelle  fonction  qui  admet 
elle-même  une  dérivée  :  c'est  la  dérivée  seconde.  La  dérivée  de 
celle-ci  est  la  troisième  dérivée;  et  ainsi  de  suite. 

Nous  commencerons  par  faire  connaître  les  dérivées  de  deux 
fonctions  très-simples,  a"  et  log  x. 

$  II.  Dérivées  de  a*  et  de  log  œ. 

115.  DÉRIVÉE  DE  a*'.  La  dérivée  de  a'  est,  par  définition,  la 
limite  du  rapport 

a'^+^  —  a' 

h       * 

Lorsque  h  tend  vers  zéro. 
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Or,  on  a  évidemment  : 

a'^+h. 

-a^=ia«{a''  — 1). 

Il  faut  donc, 

pour 

obtenir  la  dérivée,  chercher  la  limite  du 

rapport 

h 

Posons  : 

n 

Lorsque  h  est  Irès-petil,  a"  diffère  très-peu  de  l'unité  (75)  ;  et, 
par  suite,  n  est  très-grand.  Lorsque  h  tend  vers  zéro,  n  tend 
vers  rinfiui.  On  déduit  de  cette  relation  : 

n 
Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient  : 

/iloga=log^l  +  l), 

log(l+J) 

d'où  h= — f ^. 

loga 

Le  rapport  devient,  d'après  cela  : 


a' 


1 

n g^  log  a 

log(l+i)~nlog(l  +  i) 

loga 

Le  numérateur  ne  contenant  pas  n,  il  suffit  de  chercher  la 
limite  du  dénominateur.  Or,  on  a  : 

«log(l+i)=log(l  +  i)". 
n  augmentant  indéfiniment,  (  l  +  -)   tend  vers  e;  et,  par  suite 
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log  (  1  +  -)   a,  pour  limite,  log  e;  1  expression —      .  , 

tend  donc  vers  -î — ^:  telle  est  donc  la  dérivée  de  a''.  Ainsi  : 
loge 

On  peut  remarquer  que  la  base  du  système,  dans  lequel  sont 
pris  les  logarithmes,  n*a  pas  été  définie;  mais  le  choix  de  cette 

base  n'a  aucune  influence  sur  le  résultat;  car  le  rapport  ^^ 

^*        loge 

ne  dépend  pas  (85)  de  la  base  du  système  considéré.  Si  Ton 

suppose  que  les  logarithmes  sont  pris  dans  le  système  népérien, 

log  e  =  1  ;  et  la  dérivée  s'écrit  : 

[2]  (a^)'  =  a*La. 

Ainsi  la  dérivée  de  la  fonction  exponentielle  s* obtient ^  en  multipliant 
cette  fonction  par  le  logarithme  népérien  de  la  base. 

Si  Ton  considère,  en  particulier,  la  fonction  e*,  Le  =  1  ;  et 
par  suite  la  dérivée  de  e"  est  la  fonction  elle-même  : 

[3]  (e*y=e^ 

114.  DÉRIVÉE  DE  LOG  X.  La  dérivéc  de  log  x  est,  par  défini- 
tion, la  limite  de  Texpression 

log(a?  +  ^) — log^ 
h  ' 

lorsque  h  tend  vers  zéro. 
Or,  on  a  : 

log(a;  +  ft)-Ioga;=log(^)=Iog(l  +^) 


'«^o+â 


Donc  lofi-  (x+h)'-\ogx__ 

h  "^  Il         ' 

Posons -=  -,  de  telle  sorte  que,  h  tendant  vers  zéro,  n  tendre 

X     n 
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vers  00  ;  il  viendra  /i  =  -  ;  et  l'expression,  dont  on  cherche  la 
limite,  deviendra  : 

_l_^=..„log(n-_j  =-log  (i  +  -)  . 
n 

Or,  on  a  vu  (113),  que,  n  tendant  vers  oo ,  log  n  +-)    a 

pour  limite  log  e.La  limite  de  -  log  (l  +  -)  ^st  donc  -^^,  qui 

représente,  par  conséquent,  la  dérivée  de  log  x, 
Ainsi 

f^       ^,     lo^e      M 

-W  (iog^y=-^  =  -, 

en  désignant  par  M  le  module  du  système  dans  lequel  est  pris 
le  logarithme  de  x. 

Si  la  fonction  est  le  logarithme  népérien  de  .r,  M  =  1  ;  et,  par 
suite,  la  dérivée  de  hx  est  : 

[5]  (L^)-i- 

Après  avoir  fait  connaître  les  dérivées  des  deux  fonctions  très- 
simples,  log  X  et  cf^,  nous  allons  établir  quelques  règles  géné- 
rales, qui  nous  permettront  d'obtenir  les  dérivées  d'expressions 
plus  composées. 

§  III.  Règles  générales. 

115.  DÉRIVÉE  d'une  somme.  Si  u,  V,  IV,  sont  des  fonctions  de 
a?,  dont  les  dérivées  u'  v'  w'  sont  connues,  la  somme    ■ 

u+v  — w 

aura  pour  dérivée  la  somme 

u'+v'  — w' 

En  effet,  si  nous  désignons,  en  général,  Taccroissemenl  d'une 
Alg.  sp.  B.  7 
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quantité  par  le  signe  A  placé  devant  la  lettre  qui  la  représente, 
en  attribuant  à  la  variable  a?  un  accroissement  \x,  les  fonctions 
M,  V,  Wf  prendront,  respectivement,  des  accroissements  Au,  Aîj, 
Am;;  et  l'accroissement  de  la  somme  (w+v  —  w)  sera  évidem- 
ment : 

^u-{-^v  —  ^w; 

le  rapport  de  cet  accroissement  à  l'accroissement  Av  de  la  va- 
riable, est  donc  : 

Aw  ,    Av      Aiy, 

Aa?  '    ^x     Ao?' 

et  il  a,  par  conséquent,  pour  limite  : 

u'  -\-v'  —  w\ 

comme  nous  voulions  le  démontrer.  On  a  donc  : 

[6]  {u4-v^w)'  =  u'+v'  —w', 

116.  DÉFINITION  d'une  FONCTION  DE  FONCTION.  On  uomme,  en 
général,  fonction  explicite  d'une  variable  le  résultat  d'opérations 
bi  n  définies,  exécutées  sur  cette  variable.  Ainsi,  par  exemple: 


a?"*,  log  v/  1  +a;%  log  sin  x,  a*', 

sont  des  fonctions  de  a;;  le  nombre  des  opérations  successive- 
ment indiquées  pouvant  d'ailleurs  être  aussi  grand  qu'on  le 
voudra. 

Si  l'on  désigne  par  u  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x, 
et  que  l'on  exécute  des  opérations  sur  la  quantité  u,  considérée 
comme  donnée,  le  résultat  de  ces  opérations  sera,  d'après  ce 
qui  précède,  une  fonction  de  u;  et,  comme  u.  est  elle-même 
une  fonction  de  Xj  ce  résultat  se  trouve  une  fonction  de  fonction. 

Il  est  bien  entendu,  qu'en  remplaçante  par  son  expression  en 
X,  on  peut  faire  immédiatement,  d'une  fonction  de  fonction, 
une  fonction  ordinaire. 

Exemples.  1°  {x^f—x^ 

peut  être  considéré  comme  une  fonction  de  fonction,  le  cube  de 
07%  ou  comme  une  fonction  simple,  a;^ 
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2*»  \oga'  =  x\oga 

peut  être  considéré  comme  une  fonction  de  fonction,  le  loga- 
rithme de  la  fonction  à',  ou  comme  la  fonction  simple  du  pre- 
mier degré,a;loga. 

Lors  même  que  des  réductions,  analogues  aux  précédentes, 
ne  s'effectuent  pas,  rien  ne  distingue  essentiellement  une  fonc- 
tion de  fonction  de  celles  qui  dépendent  directement  de  la  va- 
riable principale. 

117.  DÉRIVÉE  d'une  fonction  de  fonction.  D'après  les  défi- 
nitions qui  précèdent,  si  Ton  désigne  par  u  une  fonction  f  (x) 
de  la  variable  Xy  et  par  w  une  fonction  ^  {u)  de  la  variable  u,  w 
sera  une  fonction  de  fonction  définie  par  les  équations  : 

u  =  (^{x),    w  =  <^{u). 

Nous  allons  montrer  que,  si  les  fonctions  cp  et  <^  sont  de  telle 
nature,  qu'on  sache  prendre  leurs  dérivées  par  rapport  à  la  va- 
riable dont  elles  dépendent  immédiatement,  on  pourra  former 
la  dérivée  de  w  par  rapport  à  x. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  donne  hxun  accroissement  Aa;, 
et  qu'il  en  résulte  :  pour  w,  un  accroissement  Ait;  pour  t^,  un 
accroissement  à.w;  on  a  identiquement  : 

Mo ^w  Au 

A;c      Au*Aa?' 


Or,  Aa?  tendant  vers  zéro,  r—  et  r— ont,  pour  définition,  nom 

Aw      Ao?         ^ 

limites  respectives,  les  dérivées  de  w  et  de  u  par  rapport  à  x. 

Quant  à  —,  bien  que  u  ne  soit  pas  une  variable  indépendante , 

mais  une  fonction  de  a?,  dont  les  variations  dépendent  de  celles 
de  X,  cette  expression  a  pour  limite  la  dérivée  de  w  par  rapport 
à  w;  car  rien,  dans  la  définition  de  la  dérivée  d'une  fonction,  ne 
particularise  la  manière  dont  l'accroissement  de  la  variable 
tend  vers  zéro.  En  désignant  donc  les  dérivées  de  w  par  rap- 
port kx  et  par. rapport  à  u  par  w'  et  par  J/'  (u),  et  celle  de  u  par 


100  LIVRE  II. 

rapport  à  x  par  «p'  (a?),  et  en  se  rappelant  que  la  limite  d'un  pro- 
duit est  égale  au  produit  des  limites,  on  a  : 

[7]  w'  =  ^'{u)y<f'{x); 

résultat  que  l'on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

La  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  est  le  produit  des  dérivées 
aes  fonctions  simples  qui  la  composent,  prises^  chacune,  par  rapport 
a  a  variable  dont  la  fonction  dépend  immédiatement» 

118.  Exemples.  1°  Considérons  la  fonction 

c'est-à-dire,  supposons  que,  dans  la  formule  qui  précède,  on 
ait  : 

U  =  X^j      W=:U^r 

Pour  former  la  dérivée  de  cette  fonction  de  fonction ,  il  faut, 
comme  on  l'a  vu,  prendre  la  dérivée  de  u^  par  rapport  à  u,  qui 
est  3m^  et  la  multiplier  par  la  dérivée  de  x^  par  rapport  à  x, 
c'est-à-dire  par  2x',  cette  dérivée  est  donc  Sii'xSa?,  ou,  en 
remplaçant  u  par  sa  valeur  : 

^x''X2x=ex^; 

ce  qui  est  précisément  le  résultat  qu'on  aurait  obtenu  (110),  en 
remplaçant  la  fonction  de  fonction  par  la  fonction  simple  x\ 
2"  Considérons  encore  la  fonction 

log  a;^ 
c'est-à-dire,  supposons  : 

u  =  x^;    w=\ogu. 

La  dérivée  de  cette  fonction  de  fonction  est  le  produit  de  bx'% 

dérivée  de  rr^  par  -^^,  dérivée  de  log  u  par  rapport  à  u  ;  elle 
u 

est  égale,  par  conséquent,  à 

5a:* loge 5  log  e ^ 

.        '  x^  a;     ' 
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c'est  précisément  ce  que  Ton  aurait  trouvé,  en  remarquant  que 

log  a;^=5  loga;; 

car  la  dérivée  de  5  log  x  est  évidemment  égale  à  cinq  fois  la  dé- 
rivée de  log  X. 

Les  deux  exemples  précédents  ont  été  choisis  de  manière  à 
fournir  un  résultat  qui  fût  connu  à  l'avance  :  mais  on  conçoit , 
que,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  la  règledes  forci  inns  de 
fonctions  conduira  à  des  résultats  entièrement  nouveaux ,  et 
qu'il  serait  difficile  d'obtenir  autrement. 

Cherchons,  par  exemple,  la  dérivée  de  e*^  en  posant  • 

On  voit  que  la  dérivée  demandée  est  le  produit  de  2Xj  dérivée 
de  u  par  rapport  à  x^  et  de  e",  dérivée  de  e"  par  rapport  à  u\ 
elle  est,  par  conséquent,  égale  à 

119.  GÉNÉRALISATION.  Ou  pcut  généraliser  la  règle  des  fonc- 
tions de  fonctions,  et  l'étendre  à  des  expressions  qui  dépendent 
de  la  variable  x  au  moyen  de  plusieurs  fonctions  intermédiaires. 

Posons,  en  effet  : 

et  cherchons  la  dérivée  de  z  par  rapport  à  x.  Soit  Aaj  un  ac- 
croissement attribuée  à  a;  ;  et  soient  Aw,  Av,  S.io,  A^,  les  accrois- 
sements qui  en  résultent  pour  u,  v,  lo,  z;  on  a,  identiquement  : 

A^ Ar   Ali;  Au   Aw^ 

Aa?      ^w'  Au  'Aw'Aip' 

et  Ton  voit  que,  si  Ao?  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  a, 
pour  limite,  la  dérivée  de  z  par  rapport  à  x,  et  les  facteurs  du 
second  tendent  vers  les  dérivées  des  fonctions  z^  iv,  v,  u,  par 
rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent  immédiatement.  On 
en  conclut  que  la  dérivée  de  z,  par  rapport  àx,  est  encore  le  pro- 
duit obtenu  en  multipliant  les  dérivées  des  diverses  fonctions;  z,  w 
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V,  u ,  prises  chacune  par  rapport  à  la  variable  dont  la  fonction  dé- 
pend immédiatement.  Ainsi  : 

[8]  z'=r{w)Xf'{v)X^'{u)y<^'{x). 

120.  DÉRIVÉE  d'un  produit.  Soient  u,  v,  to,....  des  fonctions 
en. nombre  quelconque,  et  z  leur  produit,  dont  on  demande  la 
.dérivée. 

On  a  :'       '  z  =  u,v.w..,.; 

en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient  : 

logj2r  =  logw  +  logv  +  logw; +....; 

et,  si  Ton  prend  les  dérivées  des  deux  membres,  on  a,  en  appli- 
quant la  règle  des  fonctions  de  fonctions  (117),  et  en  désignant 
par  z\  u',  v',  w',..„  les  dérivées  de  z,  u,v,  w...r, 

log_e         log^^,      log^^,^log_e^^      ^^ 


d'où  l'on  déduit  : 


z      u       V    '  w  "•""••* 


ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  z  ou  par  uvw..,.: 
[9]    ■       z'=vw.,..u'  ■\-uw.,.*v'-\-uv....w'+.,.. 

Ainsi,  la  dérivée  d'un  produit  est  la  somme  des  produits  obtenus 
en  multipliant  successivement  la  dérivée  de  chaque  facteur  par  le 
produit  de  tous  les  autres. 

Si  un  facteur  est  constant,  sa  dérivée  est  nulle,  et  le  terme 
correspondant  manque  dans  la  dérivée  du  produit.  Ainsi  la  dé- 
rivée de  A.U  est  Au'. 

121.  DÉRIVÉE  d'un  quotient.  Soient  w  et  v  deux  fonctions  de 
œ,  et  z  leur  quotient,  dont  on  demande  la  dérivée.  On  a  : 

U 
V 


THÉORIE  DES  DÉRIVÉES^  103 

En  prenant  les  logarithmes,  il  vient  : 

log  z  =  \ogu  —  iog  V  ; 

et,  si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres,  eette  équation 
donne,  en  adoptant  les  mêmes  notations  que  précédemment  : 


log  e^,^  log  6^,      ]o^    ^, 
u 


d'où  l'on  déduit  : 


z=-u v=^-u' -v' 

u  V  V     ■     v^    ^ 

ou    [10]  Z'  = 5 . 

Ainsi  la  dérivée  d'un  quotient  sobtient^  en  multipliant  le  dénomi- 
nateur par  la  dérivée  du  numérateur ^  puis  le  numérateur"  par  la 
dérivée  du  dénominateur,  et  en  divisant  la  différence  des  produits 
par  le  carré  du  dénominateur. 

122.  DÉRIVÉE  d'une  puissance.  Soient  u  une  fonction  de  x, 
et  m  un  exposant,  entier  ou  fractionnaire^  positif  ou  négatif; 
désignons  par  z  la  puissance  u"",  et  cherchons-en  la  aérivée  ; 
on  a: 

z  =  u"*. 

En  prenant  les  logarithmes,  il  vient  : 

]og  z  =  m\ogu; 

et  si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres,  on  aura,  en 
adoptant  toujours  les  mêmes  notations  : 

Z  U  ' 

d'où  l'on  déduit!  z'=m-u'; 

u 

ou    [11]  z  =  mu"'-^u\ 

Ainsi  la  dérivée  d'une  puissance  d'une  fonction  s'obtient  en  muU 
tipliant  la  dérivée  de  la  fonction  par  V  exposant  et  par  une  puissance 
de  la  fonction  prise  avec  un  exposant  inférieur  d'une  unité. 
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Remarque  I.  Dans  le  cas  où  m  est  entier,  cette  règle  pourrait 
se  déduire  du  théorème  des  fonctions  de  fonctions  :  car,  u  étant 
une  fonction  de  x,  w"*  est  une  fonction  de  fonction  ;  et  Ton  a  vu 
(110)  que  sa  dérivée,  par  rapport  à  u,  est  mu"*"*. 

Remarque  II.  Si,  dans  la  formule  précédente,  on  suppose 
u  =  x,on  obtient  la  dérivée  de  a;"*,  et  l'on  voit  qu'elle  est  mx"^^  : 
celte  dérivée  s'exprime,  par  conséquent,  par  la  môme  formule, 
que  lorsque  m  est  entier. 

Corollaire.  Si  z  =  \/uy  on  écrit  : 


et  appliquant  la  règle  précédente,  on  a 


ou    [12]  ^'=-4-, 

Ainsi  la  dérivée  de  la  racine  carrée  d'une  fonction  s'obtient  en 
divisant  la  dérivée  de  la  fonction  par  le  double  du  radical. 

125.  Dérivée  de  u"".  Considérons  enfin  l'expression  plus 
composée,  dans  laquelle  l'exposant  est  lui-même  fonction  de  la 
variable  x  ;  et  cherchons  la  dérivée  de  i^",  u&iv  désignant  deux 
fonctions  quelconques  de  x. 

Posons  :  z  =  vy, 

nous  aurons,  en  prenant  les  logarithmes  : 

log  ^  =  -u  log  u  ; 

et,  si  nous  prenons  les  dérivées  des  deux  membres,  en  appli- 
quant la  règle  donnée  pour  la  dérivée  d'un  produit,  il  vient  : 


loff  e  ,       , ,  .  v\o?^ 

— ^~ 2'  =  v' log  uA 

z  °      '       w 

d'où  l'oa  déduit  : 
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Exemple.  Si  ron  pose  v  =  x,  u  =  x^  la  fonction  z  devient  rr,, 
et  la  dérivée  est  : 


Vloge^  J 


af 


124.  Applications  des  règles  précédentes.  Les  règles  pré- 
cédentes permettent  de  former  la  dérivée  d'une  fonction  algé- 
brique donnée,  quelque  compliquée  qu'elle  soit;  nous  en  don- 
nerons quelques  exemples. 

1°  Trouver  la  dérivée  de  la  fonction,  7/= v/l  +  ^^' 

On  pose  :  1  +a;*  =  w, 


et  ron  trouve  (117, 122)  : 


y'  =  ^u\u': 


yjl+x' 


20  Trouvée  la  dérivée  de  la  fonction  y  ~ 


(i-4-^r 

Nous  pouvons  considérer  cette  expression  comme  une  frac-- 
tion;  et  en  appliquant  la  règle  (121),  on  trouve  : 

,  _  nx""-^  (1  -|-  xY — ^3?^  (  1  -\-xY^^ nx""-^ 

^  ~  (1-1- rc/'*  ~{\+xY^'' 

On  pourrait  encore  considérer  la  fraction  proposée  comme 

la  n'^»"  puissance  de  r-p-,  et  appliquer  la  règle  (122)  ;  on  aurait 

1  — j~  X 

alors  : 

/  X  y-^  f  ^  \      f  X  y-'x+i-'X 


=  n 


résultat  conforme  au  précédent  : 
3®  Trouver  la  dérivée  de  la  fonction 

,      v/a;«— 1  — 1 
y  =  log  \  • 
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En  posant  :  y/a;^  — l~i  ^ 

y/x'-^l  +  l 

on  aura:  y  =  logU, 

et  (118):  i/'=Î5£i.u'. 

Pour  trouver  U',  il  faut  appliquer  les  règles  (121,  122);  on 
trouve  : 

,., yx^  —  i yx'  —  1 

2£ ^ 

^x\oo;  e 
et,  par  suite  :  y'  = 


v/a;^— 1  (a;2  — 2) 

4°  Soit  enfin  y  =  e'hx,  le  logarithme  étant  pris  dans  le  sys- 
tème de  Neper  ;  on  trouvera  : 


V'=e«(i+La>), 


§  IV.  Dérivées  des  fonctions  circulaires. 

125.  DÉRIVÉE  DE  sin  X,  La  dérivée  de  la  fonction  sin  x  est, 
par  définition,  la  limite  du  rapport 

sin  {x-\-h)  —  sin  a? 
h 

Or,  on  a,  d'après  les  formules  connues  de  la  trigonométrie  : 

ûn{x+h)  —  sina;=2sin-cos  fir+-). 
Donc 

sin(x+/,)-sin^       2sin|cos(a,+^)       sin  g) 
h = h =-7M--«=<'H''  +  2J- 
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Maison  sait  que  h  devenant  très-petit,  le  rapport  du  sinus  à 
l'arc  correspondant  tend  vers  l'unité.  D'ailleurs,  cos  f^+ô) 
s'approche  indéfiniment  de  cos  œ;  et,  par  suite,  l'expression 
précédente  a  pour  limite  cos  x, 

La  dérivée  de  sin  x  est  donc  cos  x. 
[14]  (sin  0;)'  =  cos  07. 

126.  DÉRIVÉE  DE  cos  X.OnSLl 


cosa?=sinf|— a;j; 


et,  par  conséquent,  cos  x  peut  être  considérée  comme  une  fonc- 
tion de  fonction.  En  appliquant  la  règle  (117),  on  trouve  : 

(cosa;)'=cos  (|— ^)  U~"^)  =•— cos  U— ^)  =  — sino?, 

La  dérivée  de  cos  x  est  donc  —  sin  x. 

[15]  (cosa;)'  =  — sina?. 

127.  Dérivée  de  tang  x.  On  a  : 

sin  a; 
tang  07  = ; 

°  cos  07' 

et,  en  appliquant  la  règle  (121),  on  trouve  : 

.,^_  ,^         ,,      cos^a7-l-sin^o7         1 

[16]  (tang  07)'= 


C0S^07  COS^  07 


La  dérivée  de  tang  x  est  donc  — s—. 
°  cos^  X 

128.  DÉRIVÉE  DE  cotang  o;.  On  a  : 

cos  07 

cotang  07 =-. —  ; 
°        smo7* 

et,  en  appliquant  la  règle  (121),  on  trouve  : 

sin'o; — 008^^07  1 


[171        (cotang  07)'= 


sm^'o?  sm'07 
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La  dérivée  de  colang  x  est  donc 


sin^x 
129.  DÉRIVÉE  DE  séc  ic.  On  a  : 

*sécx  = . 

coso; 
Donc 

[18]      {sécxy  =  (cos-'xy  =  -^{cosx)--\{^^mx)=z^^. 

'        ^      ^  ^      cos*a? 

La  dérivée  de  séc  x  est  donc  ^'"  ^ 


cos^x 

130.  DÉRIVÉE  DE  coséco;.  On  a  : 

1 


COSéCO?: 


sina; 
Donc  : 


[19]      (cosécir?)'  =  (sin~*a;)'=  — (sin-^o?)  cosrr 
La  dérivée  de  coséc  x  est  donc  —  ^?^. 

Slll'^X 


ces  a? 


sin'ic* 


131.  Remarque.  Nous  admettons,  dans  les  paragraphes  pré- 
cédents, que  l'arc  x  soit  mesuré  par  son  rapport  au  rayon  du 
cercle  dont  il  fait  partie.  C'est,  en  effet,  dans  cette  hypothèse 
seulement,  qu'il  est  vrai  de  dire,  comme  nous  l'avons  fait  (125), 
que  le  rapport  du  sinus  à  l'arc  tend  vers  l'unité,  lorsaue  l'arc 
diminue. 

152.   DÉFINITION  DES  FONCTIONS  INVERSES.  ToUteS  IcS  fois  qUC 

deux  variables,  x  et  y,  sont  liées  de  telle  manière,  que  la  valeur 
connue  de  l'une  détermine  la  valeur  de  Taulre,  elles  sont  dites 
fonctions  l'une  de  l'autre;  et  ce  sont  deux  fonctions  inverses. 
Ainsi,  par  exemple,  si  y  =  a",  on  en  conclut  x  =  [ogay'y  à 
cliaque  valeur  de  x  correspond  une  valeur  déterminée  de  l'ex- 
ponentielle 2/;  mais  à  chaque  valeur  de  y  correspond  une  valeur 
déterminée  du  logarithme  x.  Les  deux  fonctions  y  et  x  sont  in- 
verses l'une  de  l'autre.  Ainsi,  encore,  le  sinus  d'un  arc  est  une 
fonction  de  cet  arc;  rnais,  réciproquement,  l'arc  est  fonction  du 
sinus;  car  à  chaque  valeur  du  sinus  correspondent  des  valeurs 
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déterminées  de  Tare.  Nous  désignerons  cette  fonction  par  la 
notation. 

arc  sin  x, 

que  l'on  doit  lire  :  arc  dont  le  sinus  est  x.  Et  nous  allons  déter- 
miner les  dérivées  des  fonctions  circulaires  inverses ,  arc  sin  x, 
arccosa;,  arc  tangrc.  .        • 

155.  DÉRIVÉE  DE  arc  sin  rr.  Posons  :        •  . 

2/  =  arc  sin  a;; 

et  cherchons  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x,  que  nous  désigne- 
rons par  y'. 

De  l'équation  y  =  arc  sin  x, 

on  déduit  :    .  3?  =  sin  y; 

en  prenant  la  dérivée  des  deux  membres  par  rapport  à  x,  et 
appliquant,  pour  le  second,  la  règle  des  fonctions  de  fonctions, 
on  trouve  : 

.  l  =  cosi/Xl/'; 

donc  : 


cosy 


Mais  sin  y  étant  égal  à  x,  cos  y  est  égal  à  ±V  1  —  a;^;  et  l'on  a, 
par  conséquent  : 

[20]  •  -        2/'=--         .i ;■ 

1 
La  dérivée  de  arc  sin  x  est  donc 


154.  Remarque.  Il  peut  sembler  extraordinaire  que  la  dé- 
rivée cherchée  ait  un  signe  indéterminé.  Mais  on  remarquera 
que  le  signe  du  dénominateur  est  celui  de  cost/;  or,  à  un  même 
sinus  a;  correspondent  des  arcs  en  nombre  infini,  dont  les  uns 
ont  un  cosinus  positif,  et  les  autres  un  cosinus  négatif;  ce  sont 
ces  divers  arcs  qui  ont  des  dérivées  différentes;  chacun  d'eux, 
bien  entendu,  ne  peut  en  avoir  qu'une  seule.  Lors  donc  que  l'on 
prendra  la  dérivée  de  l'arc  dont  le  sinus  est  x,  on  devra  indi- 
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quer  le  quadrant,  dans  lequel  se  termine  l'arc  dont  il  s'agit;  et 
l'on  prendra  le  signe  +,  si  l'arc  se  termine  dans  le  premier  ou 
dans  le  quatrième  quadrant,  et  le  signe  —,  s'il  se  termine  dans 
le  second  ou  dans  le  troisième. 

135.  Dérivée  de  arc  cos  x.  Si  l'on  pose  : 

y  =  arc  cos  a?, 

on  en  déduit  :  x  =  Q,o?>y', 

et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

-1  =  — sinî/X^; 
d'où  l'on  déduit  : 

1  —1 


[21]  y': 


La  dérivée  arc  cos  x  est  donc 


—  1 


v/1  —  x^ 


Dans  ce  cas,  le  dénominateur  est  la  valeur  de  sin  y,  c'est-à- 
dire  du  sinus  de  Tare  dont  on  cherche  la  dérivée.  On  devra  donc 
le  prendre  avec  le  signe +,  si  l'arc  se  termine  dans  le  premier 
ou  dans  le  second  quadrant;  et  avec  le  signe ^—,  si  l'arc  se  ter- 
mine dans  le  troisième  ou  dans  le  quatrième. 

136.  On  peut  remarquer  que,  d'après  ce  qui  précède,  les 
deux  fonctions  arc  sin  x  et  arc  cos  x  ont  des  dérivées  égales,  ou 
égales  et  de  signes  contraires;  on  s'explique  facilement  qu'il 
doit  en  être  ainsi,  en  remarquant  que,  si  y  désigne  un  arc  dont 

le  sinus  soit  a?,-—  y  et  2/  —  ^auront  a;  pour  cosinus.  On  a  donc, 
- — arc  sm  a?  =  arc  COS  07, 

et  arc  sin  a?  —  -  =  arc  cos  x. 

On  voit,  d'après  cela,  que,  suivant  la  valeur  adoptée  pour  l'arc 
dont  le  cosinus  est  a?,  sa  dérivée  sera  égale  à  celle  de  arc  sin  Xy 
ou  égale  et  de  signe  contraire. 
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157.  DÉRIVÉE  DE  arc  tang  x.  Posons  : 
î/ =  arc  tango;; 
on  en  déduit  :'  x  =  tang  y  ; 

et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

Ci 

donc: 


cos'  y  ' 


[22]  y'=zcos*y 


La  dérivée  de  arc  tang  x  est  donc 


l-f-tang^y      1+ic* 
I 


l  +  x' 


On  voit  que  la  fonction  arc  tang  x  n'a  qu'une  seule  dérivée.  Il 
existe  cependant  un  nombre  infini  d'arcs  qui  correspondent  à 
une  tangente  donnée;  mais,  si  l'on  désigne  l'un  d'eux  par  y, 
tous  les  autres  sont  compris  dans  la  formule 

niz  +  y; 

chacun  d'eux  a,  par  conséquent,  même  dérivée  que  y. 

138.  Tableau  des  dérivées.  Gomme  il  est  nécessaire  de  con- 
naître les  formules  fondamentales  du  calcul  des  dérivées,  nous 
les  avons  toutes  réunies  dans  le  tableau  suivant  : 
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\°y  =  ax  +  h, 

!/'=a. 

ry=f{x)±^{x), 

y'=r{x)±<f'{x). 

3''y=f{x).o{x), 

y''-=nxMx)-\-f{x).^'{x). 

--îi. 

,_f(r).<p'{x)-<p(x).r(x) 

5°î/=a;«, 

y'=zmx'"-'. 

6°y  =  e', 

y'  =  e'. 

7"  y=a', 

y'=a'La. 

8"  y=:Lx, 

,      1 

9°  y=\ogx, 

y'=\loQe. 

10°  y=sm  X, 

y'=cosx. 

11°  |/  =  COS  Xj 

y'=—sin  X. 

12°  i/=tangir, 

y'=^^x' 

13°  i/=cotanga;, 

-^   ■        sin^a; 

14°  t/  =  séc  a;, 

,._sina; 

cos^a;* 

15°  t/=coséca;, 
16"  î/  =  arc  sina:, 
17°  ?/  =  arc  COS  x, 

C0S5 

•^           siii^a;' 
V'-       ^ 

-^             Vl-a;'* 

18°  î/=arctarig  .r, 

^        l  +  a;^ 

19°  î/  =  arc  cota-, 

^,               1 

^            l+a;2- 

20°  y  =  arcséca;, 

^'             ^ 

xy/x^-r 

21°  t/=arc  cosécrc, 

V-            ^ 

'           V-^-i* 

22°  t/=]ogsina;, 

î/'=cotanga;. 

23°  l/  =  log  COS  a;, 

î/'  =  — tang  a;. 

24°y=logtanga;, 

v-       ^ 

siiia;.cosa;* 

25°?y  =  Iogtangja:,       î/'=-^. 

Dans  les  dérivées  de  arc  sin  x  et  de  arc  coséc  x,  le  radical  a 
le  signe  de  cos  y\  dans  celles  de  arc  cos  x  et  de  arc  séc  x^  il  a  le 
signe  du  sinus. 
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RÉSUMÉ. 

109.  Définitions.— HO.  Développement  d'une  fonction  entière  f{x4-h): 
définition  de  la  dérivée  d'une  telle  fonction.  —  Hl.  Cette  dérivée  est 
la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction 
à  l'accroissement  de  la  variable,  quand  ce  dernier  tend  vers  zéro.  — 
■112.  Cette  propriété  est  prise  pour  la  définition  de  la  dérivée  d'une 
fonction  quelconque  :  dérivées  successives.  —  113.  Dérivées  de  a*. 
de  e'.  —  114.  Dérivées  de  log  x,  de  Lx.  —  1I>5.  Dérivée  d'une 
somme.  —  116.  Définition  d'une  fonction  de  fonction  :  exemples.  — 
117.  Dérivée  d'une  fonction  de  fonction.  —  118.Exemples.— 119.  Ex- 
tension à  un  cas  plus  général.— 120.  Dérivée  d'un  produit.— 121.  Dé- 
rivée d'un  quotient.  —  122.  Dérivée  d'une  puissance;  cas  d'une  racine 
carrée.  —  123.  Dérivée  de  w«,  u  et  v  étant  deux  fonctions  de  x.  — 
124.  Application  des  règles  précédentes.  —  12o.  Dérivée  de  sin  a;.— 
126.  Dérivée  de  cos  x.  —  127.  Dérivée  de  tang  x.-~  128.  Dérivée  de 
cotang  X.  —  129.  Dérivée  de  séc  x.  —  130.  Dérivée  de  coséc  x.  — 
151.  L'arc  x  est,  dans  ces  calculs,  mesuré  par  son  rapport  au  rayon 
du  cercle.  —  152.  Définition  des  fonctions  inverses.  —  133.  Dérivée 
de  arc  sin  x.  — 134.  Remarque  sur  le  double  signe  de  cette  dérivée. 
—  15o.  Dérivée  de  arc  cos  x.  —  136.  Ces  deux  dernières  dérivées 
doivent  être  égales,  ou  égales  et  de  signes  contraires.  —  157.  Dérivée 
de  arc  tang  o?.  —138.  Tableau  des  formules  qui  donnent  la  dérivée  des 
fonctions  les  plus  simples. 


I.  Trouver  la  dérivée  de 


On  trouve  : 


EXERCICES. 


II.  Trouver  la  dérivée  de  y=zf(a-{-  hx^) . 

On  trouve  :  y'  =  2f  (a  +  bx'-)  bx. 


III. 


Trouver  la  dérivée  de  rj  =  ff-]. 


On  trouve  : 

Alg.  sp.  B 
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IV.  Trouver  la  dérivée  de 

On  trouve  :  y'^ :  /    v )  H — 777 r,  P   r )• 

"  x^  '  yb—x/      x^{b  —  xy  \b  —  x/ 

V.  Trouver  les  dérivées  de 

y=x(Lx  —  ]),        2=e'{x—\), 
On  trouve  :  îy'=La;,        :i'=zxe'. 

VI.  Trouver  les  dérivées  de 

y  =  a;sina;  +  cosa;,        2  =  sin  x—x  coso?. 
On  trouve  :  y'  =  a;cos!r,        ^'  =  a;sina;. 

VIL  Trouver  la  dérivée  de 


.     pn  trouve  : 


y=zL{x-{-^li-x'). 
1 


VIII.  Trouver  la  dérivée  de 


y==arc  cos 


(acosx-\-h\ 
bcosa;  +a/ 


0^  trouve  :  y  =hcosx  +  a' 

IX.  Trouver  la  dérivée  de 


_  1     /l  — cosa;\ 
^"*2     Vl  +  cosa;/* 


On  trouve:  ^-sl^* 

X.  Trouver  les  dérivées  de 

y  =  Larcsina;,      ?=Larccosa;,      v  =  Larctga;. 


On  trouve  : 

1                     ..               -1 

V': 

1 

^       V*!  — ^'^^rcsinx'              y/l  —  a^arccosa;' 
XI.  Trouver  la  dérivée  de 

(l+A-^jarctga; 

1/ =  arc  sin  2  a;  \/i  ~  ^^' 
2 

On  trouve  ;  y  =  J^IT^' 

Dire  pourquoi  cette  dérivée  est  double  de  celle  de  arc  sin  x. 
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XII.  Trouvpr  la  dérivée  de 

a  +  x 

y  =  arc  tang  :; — ■ — . 

On  trouve  :  y'  = 


Dire  pourquoi  cette  dérivée  est  la  même  que  celle  de  arp  tang  x. 

XIII.  Trouver  la  dérivée  de 

o  -4-  b  -f  a;  —  ahx 

y  =z  arc  tang 


1  —  ab—  ax  —  hx^ 
et  dire  pourquoi  elle  est  encore  la  même  que  la  précédente. 


XIV.  En  posant  :                  L  (t"^)  =9{x)  , 
rivées  de 
/  a  +  x\  /  a-\-h  +  X  -\-  alx  \ 


trouver  les  dérivées  de 


On  trouve  : 


Dire  pourquoi  ces  deux  fonctions  ont  la  même  dérivée, 

XV.  Trouver  la  dérivée  de 

.    v/l  —  e^sina; 

y  1=  arc  sm . 

1  —  e  cos^ 

i/l— e2 
On  trouve  .  *'' 


1  —  e  cos  05 
XVI.  Trouver  la  dérivée  de  l'expression 


1      r    ^  sin X  ^ /v'a^ — b^  sin  a^N"] 

y  -  ^?irp  Ltt  +  ^cosa;  ~  V^^=rp  ^'^  ^^^^  V  b  +  acosx  J  \ 


XVII.  Trouver  la  dérivée  de  l'expression 


1       r    asina;  ^b  /  ^-^  ]     \ 

y=  ^^^  la  +  bcosx  -  s/^J=T^  ^^'^^^  [s/^?^^  *^"^  2  y 


XVIII.  Trouver  la  dérivée  de  l'expression 


1       fa  sin  a;  b  /b  +  a  cos  x\  1 

y  =  1 — n    — TT ,  arc  cos  (  — ^— r )    . 

a^ — b^  L ^  +  ^  "^^  ^       v/a^ b^  \^  +  &  coso;  /  J 
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Dire  pourquoi  l'on  trouve,  pour  ces  trois  expressions  (XVI,  XVII,  XVIII),  la 
même  dérivée, 

cos  X 
^       a-\-  bcosx 

XIX.  Trouver  la  dérivée  de  l'expression 


y 


1       r    asina;  b  /h  +  ocosx -{-  ^b' — a-sin-AT 

à^ —  ^^  L ^  "^  ^  *^°^  ^       ^b'^  —  o?      \  a-\-b  cos  x  J  J  * 


Cette  fonction  a  la  même  dérivée  que  les  trois  précédentes. 
XX.  Trouver  la  dérivée  de  l'expression 

1     ^   \l\  +  X'  +  xsj'l    .1  .     x\l^ 

y  =  — -  L  - — — — -  arc  sm  ^   ,     ,. 

x''- 

On  trouve  :  u'  = ■. 

(l-o;*)  v^l+x^ 


CHAPITRE  IL 

ÉTUDE  DES  FOACTIOXS  A  L'AIDE  DES  DERIVEES, 
RETOUR  DES  DÉRIVÉES  AUX  FONCTIONS. 

§  I.  Propriétés  des  dérivées. 

159.  DÉFINITION.  On  dit  qu'une  fonction  f  {x)  est  croissante^ 
lorsqu'un  petit  accroissement,  donné  à  la  variable  x,  fait  prendre 
à  la  fonction  une  valeur  plus  grande  :  en  d'autres  termes, 
lorsque  l'on  a,  pour  de  très-petites  valeurs  de  h, 

f{x-^h)-f{x)>0. 

Une  fonction  est  dite  décroissante,  lorsqu'un  petit  accroisse- 
ment, attribué  à  la  valeur  x,  fait  prendre  à  la  fonction  une 
valeur  plus  petite  :  en  d'autres  termes,  lorsque  l'on  a,  pour  de 
très-petites  valeurs  de  h, 

f(x  +  h)-^f{x)<0. 

140.  Condition  pour  qu'une  fonction  soit  croissante  ou 
DÉCROISSANTE.  Puisquc  la  dérivée  f  (x)  est  la  limite  du  rappoit 

f(x+h)-nx) 


h 
pas  nul,  mais  très-petit,  on  a  : 


pour/z  =  o,  il  s'ensuit  que,  lorsque  h  est,  non 
petit,  on  a  : 

£  étant  une  quantité  inconnue,  fonction  de  x  et  de  h,  qui  est 
très-petite,  en  môme  temps  que  h^  et  qui  tend  vers  zéro  avec  h. 
On  tire  de  là  : 

f(x  +  h)-nx)  =  h\f'ix)  +  e\. 

Or  si  f  (x)  n'est  pas  nul ,  on  peut  prendre  h  assez  petit,  pour 
que  e  soit,  en  valeur  absolue,  plus  petit  que  /'  (x) .  Le  signe  de 
\f'{x)-{-e\  sera  alors  celui  de  f  (x)  ;  et,  comme  h  est  positif,  le 
signe  de  f  {x)  sera  celui  du  premier  membre. 
Donc,  si  la  dérivée  f  '  (x)  est  positive,  la  fonction  f  (x)  est  crois- 


118  LIVRE  II. 

santé;  et  si  la  dérivée  est  négative,  la  fonction  est  décroissante.  Les 
réciproques  sont  évidemment  vraies. 

141.  Condition  commune  au  maximum  et  au  minimum  d'une 
FONCTION.  Lorsque  la  variable  de  laquelle  dépend  une  fonction, 
change  d'une  manière  continue,  la  fonction  elle-même  varie 
d'une  manière  continue  ;  et  le  théorème  précédent  nous  permet 
de  trouver  les  valeurs  de  la  variable,  pour  lesquelles  la  fonction 
est  croissante  ou  décroissante. 

Si  la  fonction  considérée  devient  maximum  pour  une  certaine 
valeur  a  de  a?,  elle  est  croissante  lorsque  x  est  plus  petit  que  a, 
et  décroissante,  dès  que  x  a  dépassé  cette  limite.  La  dérivée, 
positive  d'abord,  négative  ensuite,  doit  donc  changer  de  signe, 
en  passant  du  positif  au  négatif,  lorsque  x,  croissant  d'une  ma- 
nière continue,  vient  à  atteindre  et  à  dépasser  a. 

On  verra  de  mêtne  que  si,  pour  a?  =  û^,  la  fonction  considérée 
est  minimum,  la  dérivée  doit  changer  de  signe,  en  passant  du 
négatif  au  positif,  lorsque  Xy  croissant  d'une  inanièfe  continue, 
atteindra  la  valeur  a. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  valeurs  de  a?,  qui  rendent 
une  fonction  maximum  ou  minimum,  sont  celles  pour  lesquelles 
la  dérivée  de  celte  fonction  vient  à  changer  de  signe.  Et,  comme 
une  fonction  continue  ne  peut  changer  de  signe  qu'en  passant 
par  la  valeur  zéro,  intermédiaire  entre  les  valeurs  positives  et 
négatives,  il  en  résulte  qu'une  fonction,  dont  la  dérivée  est  con- 
tinue, ne  devient  maximum  ou  minimum  que  pour  les  valeurs 
de  X  qui  annulent  sa  dérivée. 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  exacte.  Pour  qu'il  y  ait  maximum 
ou  minimum,  il  faut  non-seulement  que  la  dérivée  s'annule;  il 
faut  encore  qu'elle  change  de  signe:  et  un  grand  nombre  de 
fonctions  peuvent  passer  par  zéro  sans  changer  de  signe. 

Nous  conclurons  de  là  que,  pour  trouver  les  maximums  et  mi- 
nimums d'une  fonction  f{x)j  on  résout  l'équation  î'  (x)  =  0;  on  re- 
jette les  solutions  pour  lesquelles  la  dérivée  ne  change  pas  de  signe. 
Quant  à  chacune  de  celles  qui  font  changer  de  signe  à  la  dérivée, 
elles  correspondent  à  un  maximum,  lorsque  la  dérivée  passe  du  po- 
sitif au  négatif,  et  à  un  minimum,  dans  le  cas  contraire. 

On  peut  remarquer,  en  outre,  que,  s'il  y  a  maximum,  la  dé- 
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rivée  étant  d'abord  positive,  puis  nulle,  et  enfin  négative,  va 
constamment  en  diminuant  :  sa  dérivée,  c'est-à-dire  la  dérivée 
seconde  f  [x),  doit  donc  être  négative.  Si,  au  contraire,  il  y  a 
minimum,  la  dérivée,  d'abord  négative,  puis  nulle,  puis  posi- 
tive, va  en  croissant  :  donc  la  dérivée  seconde  f{x)  doit  être 
positive.  Les  réciproques  sont  évidentes. 

\iowc,  pour  qu'une  valeur  x==a,  qui  annule  f  (x),  corresponde 

à  un  maximum  ou  à  un  minimum,  il  suffit  qu'elle^rende  f"(x)  né- 
gative ou  positive. 

§  11.  Étude  de  quelques  fonctions. 
142.   ÉTUDE   DE   LA  FONCTION   X" ,   QUAND   X  VARIE  DE  0  A    oo  . 

Commençons  par  chercher  la  valeur  de  cette  fonction  pour  x  =  0. 
Si  l'on  attribue  immédiatement  cette  valeur  à  la  variable, 
fonction  prend  la  forme  indéterminée  0%  qui  n'a  aucun  sens 
car,  d'une  part,  toutes  les  puissances  de  0  sont  nulles;  et, 
d'autre  part,  toute  puissance,  dont  l'exposant  est  zéro,  est  égale 
à  1.  Pour  connaître  la  véritable  valeur  de  x',  c'est-à-dire  la  va- 
leur vers  laquelle  converge  x*,  lorsque  x  diminue  de  plus  en  plus, 
posons  : 

y  =  x''; 

en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient  : 

\ogy  =  x  log  X, 
Or,  puisque  x  doit  recevoir  une  valeur  très-petite,  posons-le 
égal  à  -,  è  étant  très-grand  ;  on  aura  : 

log2/=-log-  =  — -logif. 

Or,  il  est  évident  qu'un  nombre  très-grand  est  beaucoup  plus 
grand  que  son  logarithme;  (si,  par  exemple,  les  logarithmes 
sont  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  10,  le  logarithme  d'un 
nombre  de  1000  chiffres  a  seulement  999  pour  partie  entière)  : 

-log  za  donc  pour  Umite  0;  et,  par  suite,  log  y  diminue  indéfi- 
niment :  d'où  Ton  conclut  que  y  tend  vers  l'unité. 
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Pour  étudier  les  variations  de  x',  à  partir  de  la  valeur  1,  pre- 
nons la  dérivée  de  cette  fonction.  On  a  (125),  pour  expression 
de  cette  dérivée, 

le  logarithme  étant  pris  dans  le  système  de  Neper. 

Si  X  est  très -petit,  cette  dérivée  est  négative  ;  x"  commence 
donc  par  décroître,  et  diminuera  tant  que  l'on  aura  : 

1  +  La;  <  0, 

c'est-à-dire  La;<— 1, 

ou  x<i-. 

e 

Poura?  =  -,  la  dérivée  s'annule,  et  la  fonction  devient  mini 

mum  ;  x  croissant  à  partir  de  la  valeur  -,  la  dérivée  est  tou- 
jours positive,  et  x'  croît  sans  limite. 

hx 

145.  Etude  de  la  fonction  î/  = — ,  le  logarithme  étant 

X 

PRIS  DANS  LE  SYSTÈME  DE  Neper.  Pour  a?  =  0,  011  a,  évidem- 
ment, 1/=— 00  ,  La  dérivée  est  : 

,      1  — La; 


Cette  dérivée  est  positive,  tant  que  x  est  plus  petit  que  e;  la 
fonction  augmente  donc  sans  cesse,  lorsque  x  passe  de  la  va- 
leur 0  à  la  valeur  e.  La  fonction  passe  alors  de  la  valeur  —  oo  à 

la  valeur  -.  Cette  valeur  -  est  son  maximum  ;  et,  la  dérivée  de- 
e  e 

venant  ensuite  négative,  la  fonction  diminue  indéfiniment  ;  et 

l'on  voit  sans  peine  qu'elle  tend  vers  zéro,  lorsque  x  augmente 

sans  limite. 

144.  Problème.  On  donne  la  somme  x  +  y;  trouver  le  maxi- 
mum ou  le  minimum  de  x"*  +  y"*. 

Remarquons  d'abord  que,  la  somme  a?  +  |/  étant  donnée,  y 
est  une  fonction  de  x,  et  que,  par  conséquent,  x'^  +  y"'  est 
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aussi  fonction  de  x;  on  peut,  par  conséquent,  lui  appliquer  le 
tliéorènie  démontré  plus  haut  (141). 

Posons  :  w  +  y  =  2a, 

Il  faut  cliercher  la  dérivée  de  u,  et  l'égaler  à  0;  or,  on  a    vi- 
demment  : 

D'ailleurs,  l'équation        x-\-y  =  2a, 

donne:  i-]-y'=zO; 

donc:  y'  =  —  1; 

et,  par  suite,  u'=mx"^^  —  my'^K 

La  condition  u'  =  0, 

revient  donc  à  a;"»-^  =  y»"-», 

et  exige,  par  conséquent,  que  l'on  ait  x  =  y^  et,  par  suite, 
x  =  a. 

Pour  savoir  s'il  y  a  maximum  ou  minimum,  il  faut  chercher 
(141)  si,  lorsque  a?,  en  croissant,  passe  par  la  valeur  a,  la  dé- 
rivée, en  changeant  de  signe,  devient  négative  ou  positive.  Or, 
en  supposant  m  plus  grand  que  1,  pour  x  plus  petit  que  a, 
{mx""-^  —  wî/"*-*)  est  négatif;  et,  pour  a;  plus  grand  que  a,  cette 
différence  est  positive  :  donc  il  y  a  minimum.  La  conclusion 
serait  opposée,  si  {m —  1)  était  négatif. 

14o.  Problème.  Chercher  les  valeurs  maxima  et  minima  de 
r  expression. 

_x^  — 5X  +  6 

y-x^  +  x+1  • 

Cherchons  d'ahord  la  dérivée  y'  de  y;  on  a,  d'après  la  règle 
donnée  (121)  : 

,      (2x—b){x''-{-x-{-l)—('2x-\-\)(x''—bx  +  6)_e>x-—l0x—\] 
^~"  {x'-]-x-^iy  ~  (x'-jrx+^f 

Le  dénominateur  de  y'  étant  positif,  le  signe  de  cette  dérivée 
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sera  celui  de  (6a;^— 10a;  — 11).  Or,  ce  trinôme  êSt  négatif, 
quand  ic  est  compris  entre  les  racines  de  réqualioii 

[1]  6a;2— 1057—11  =  0, 

et  il  est  positif  dans  le  cas  contraire. 
Les  dent  racines  de  l'équation  [l]  sont: 

5z|=v/9"l, 
X  = ;: 


,    ,  .    ,.  (  a?' =  —  0,75656  53357, 

cest-à-dire,  [  ^,_      ^^^23^3  ^^^^^^| 

les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  : 


y= 


19=b2v/91 


3 


c'est-à-dire,  [  ^'~    ^^' 

'  l  y2=    0, 


69292  80094, 
02626   13428. 


On  voit  que  la  fonction  y^  qui  ne  devient  pas  infinie,  puisque 
(a?^  +  a;+l)ne  peut  être  nul,  et  qui  est  par  conséquent  conti- 
nue, est  croissante,  lorsque  x  varie  de  —  oo  à  a;';  elle  décroît 
ensuite,  lorsque  x  varie  de  x'  à  x'\  pour  augmenter  indéfini» 
ment,  quand  x  augmente  à  partir  de  la  valeur  x".  Elle  atteint 
son  maximAim  pour  x  =  x'y  et  son  minimum  pour  x  —  x'\ 

On  voit,  d'ailleurs,  que,  pour  des  valeurs  très-grandes  de  Xj  la 
fonction  diffère  peu  de  l'unité;  car,  en  remplaçant,  pour  de 
telles  valeurs,  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  leurs  pre- 
miers termes,  qui  sont  égaux,  l'erreur  relative  commise  sur 
l'un  et  sur  l'autre,  et  par  suite,  sur  le  quotient,  est  évidemment 
très-petite. 

En  résumé,  la  marche  de  la  fonction  est  indiquée  par  le  ta* 
bleau  suivant  ; 
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X=' 

-00, 

2/=l, 

X=zx'  =  - 

-0,75656... 

,      t/=  12,69292.. 

.  maximum, 

x  = 

0, 

V  =  6, 

* 

x  = 

2, 

î/  =  0, 

x  = 

2,42323... 

,      ^=  —  0,02626. 

.,  rhininaiim , 

x  = 

3, 

l/  =  0. 

X  = 

00, 

y=l. 

140.  Cas  où  la  fonction  devient  discontinue.  Les  fonctions 
considérées  précédemment  sont  continues,  et  les  tliéorèmes  dé- 
montrés (140,  141)  s'y  appliquent  sans  difficulté.  Mais  il  n'en 
est  pas  toujours  ainsi  ;  et  il  faut  alors  avoir  soin  d'examiner  à 
part  les  valeurs  de  la  variable,  pour  lesquelles  la  fonction 
change  brusquement  de  valeur.  La  considération  de  la  dérivée 
ne  suffit  plus  alors  pour  étudier  les  variations  de  la  fonction. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction 

x^  —  2a; +  7 


a?"— 8a;  4-  15 


On  voit  immédiatement  que  cette  fonction  est  discontinue  pour 
les  valeurs  a;  =3  et  a?  =5,  qui  annulent  le  dénominateur;  et, 
par  conséquent,  on  île  pourra  appliquer  les  théorèmes  de  la 
théorie  des  dérivées,  que  pour  des  valeurs  de  x  variant  entre 
des  limites  qui  ne  comprennent  pas  l'un  des  nombres  3  et  5, 
On  a,  en  prenant  la  dérivée  de  y  : 

—  6a;2+16a;+26 


(a;'  — 8a;  4-  15)^ 


Si  Ton  résout  l'équation, 


on  trouve  : 


6a;2+  16a; +  26=0, 

_  4  =p  V  55 


et,  par  suite, 


x'  =  —  1,13873  28290, 
,805â9  94957; 
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les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  : 

2/=— 7d=v/55, 


OU 


1/1=0,41619  84871, 
1/8  =  — 14,41619  8487L 


Par  suite,  i/'  est  négatif,  tant  que  x  est  compris  entre  —-  oo  et  x\ 
positif  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x'  et  x";  et  il  rede- 
vient négatif,  pour  x  plus  grand  que  x".  D'après  cela,  on  devrait 
conclure  (140)  que  y  décroît,  lorsque  x  varie  dans  le  premier 
intervalle,  qu'il  augmente  dans  le  second,  et  qu'il  diminue  dans 
le  troisième.  Mais,  pour  les  raisons  indiquées  plus  haut,  ces  con- 
clusions cessent  d'être  exactes,  à  cause  de  la  discontinuité  de  y, 

y  diminue,  en  effet,  quand  x  varie  de  —  oo  à  a?'  :  car,  dans  cet 
intervalle,  la  fonction  est  continue,  et  la  dérivée  est  négative. 

Lorsque  x  varie  de  a;'  à  3,  y  augmente  ;  il  devient  infini  pour 
a?  =  3  ;  puis  il  passe  brusquement  à  la  valeur  —  oo  ,  et  augmente 
de  nouveau  jusqu'à  x=^x",  valeur  pour  laquelle  y  est  maxi- 
mum. A  partir  de  la  valeur  x\  y  diminue  jusqu'à  ce  que  l'on 
ait  a?  =  5,  valeur  pour  laquelle  y  est  —  ce  ;  puis  cette  fonction 
passe  brusquement  à  la  valeur  -|-  oo ,  et  diminue  ensuite  sans 
cesse,  à  mesure  que  x  devient  de  plus  en  plus  grand. 

Si  l'on  remarque,  comme  plus  haut,  que,  pour  des  valeurs 
très-grandes  de  x,  positives  ou  négatives,  y  diffère  peu  de  l'u- 
nité, on  pourra  représenter  les  conclusions  qui  précèdent  parle 
tableau  suivant;  et  l'on  se  fera  facilement  une  idée  de  la  marche 
delà  fonction,  qui,  dans  chaque  intervalle,  varie  toujours  dans 
le  même  sens. 

^  =  — «^,  !/=l, 

07  =  5?'  =  — 1,13873...,  î/  =  0,4l6l9...  minimum, 

0;=      0,  i/  =  0,46666..., 

a;=      3,  y  =  ±00, 

x=x"=      3,80539...,  2/  =  —  14,41619...  maximum, 

x=      5,  2/  =  =l=*»> 

X=      00,  2/=l. 
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g  III.  Application  des  dérivées  à  la  détermination  des  valeurs  des 
fonctions  qui  se  présentent  sous  une  forme  indéterminée. 

147.  Cas  où  une  fonction  se  présente  sous  la  forme  -. 
Soit  une  fonction  : 

et  supposons  que,  pour  œ  =  a,  on  ait,  à  la  fois,  f{a)  =  0, 
F  {à)  =  0;  y  se  présente  sous  la  forme  -;  et  l'on  peut  se  propo- 
ser de  déterminer  la  limite  vers  laquelle  tend  y,  lorsque  x  tend 
versa.  Cette  limite  est  ce  qu'on  appelle  souvent,  improprement, 
la  vraie  valeur  de  y. 
Puisque  f{a)  =  0,  F  (a)  =  0,  on  a  identiquement  : 

f{^)-f(a) 
t{^)^f{x)-f{o)^       x-a 
Y{x)      F{x)  —  f{a)      F(£)--F(a)* 
X —  a 

Or,  lorsque  x  tend  vers  a,  les  termes  du  rapport,  dans  le  second 
membre,  tendent  respectivement,  et  par  définition  même,  vers 
les  dérivées  f  (a)  et  F'  {a).  Donc,  en  prenant  les  limites  des  deux 
membres,  on  a,  pour  x  =  a  : 

l{x)      F'(fl)'  F(^)  F' (a;) 

Donc  si  f'{x)  et  ¥' (x)  ne  sont  ni  nulles  ni  infinies,  pour  a;  =  a, 
la  vraie  valeur  de  y  est  la  valeur  du  quotient  des  dérivées  de  ses 
deux  termes. 

/jntn  ^_  Q^n 

148.  Exemples.  1°  Vraie  valeur  de ,  pour  a;  =  a.  Le 

X  ""—  a 

TïïX*^ — ^ 

quotient  des  dérivées  est  — ■ — ,  et  la  limite  est  ma'**-^ 

149.  Cas  où  une  fonction  se  présente  sous  la  forme  — . 

Supposons  que,  pour  «  =  a,  la  fonction  y  =  ^f^  se  présente 

ï  [x) 
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SOUS  la  forme  g ,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  /"(a)  =  oo ,  F  (a)  =  oo  . 
On  a  identiquement  : 

Or,  pour  a;  =  a,  y=rr-\  et  7-—,  sont  nuls  :  donc  la  vraie  valeur  de 

'  ^  F{œ)      f{x) 

cette  expression  sera  la  lin^ite  du  quotient  des  dérivées  (147). 
Or  ce  quotient  est  : 

¥(x)'   '    f{xf   '  \¥(x))  'r{x)' 

Si  donc  la  limite  de  y  n'est  ni  nulle  ni  infinie,  et  qu'on  la  dé- 
signe par  L,  on  aura,  pour  la  déterminer: 

^    lim^^-limf^^V-lim^^ 

ou  L=].-limf-||,    d'où    L  =  limPg, 

comme  dans  le  premier  cas  (147). 

Si  la  limite  de  y  est  0,  le  raisonnement  précé()ent  ne  s'ap- 
plique plus.  Mais  alors  on  remarque  que,  /p  désignant  une  con 
stante,  l'expression 

rw  ,  .   ^„  f{x)  +  k¥{x) 

devient  aussi  ^  pour  a?  =  a,  et  que  sa  vraie  valeur  est  /c,  puisque, 

f  (x) 
par  hypothèse,  |rH  a  pour  limite  0.  On  peut  donc  appUquer  la 

règle  précédente  ;  et  l'on  a  : 

f{a)  +  k¥'(a)_r(a) 
^^  F>)         ~r(a)"^''' 

donc        Çn=0,    ou    li„.Ç||.0  =  li,„t-M. 

La  limite  de  y  est  encore  la  hmite  du  rapport  des  dérivées. 
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Il  en  serait  encore  de  même,  si  la  limite  de  y  était  infinie.  Car 

si  TTT^  =  00  ,  il  en  résulte  que  jt-t-t  =  0  ;  par  suite,  en  vertu  de 

F  (a)  f  W 

ce  qui  précède,  -p-f^  =  0,  et,  par  conséquent,  ^^;  =  oq  . 

/    {a)  r   [Uj 

130.  Cas  où  une  fonction  se  présçnte  sous  la  forme  0  x  qo  . 
Si  Ton  a  un  produit  y  =  f(x)'X¥{x),  et  que,  pour  a;  =  cf,  on 
trouve  fia)=pOt  F  (a)  =  <» ,  on  écrit  : 

y  =  ~-S       ou      ?/=^; 

m  m 

et  Ton  applique  les  règles  précédentes  ;  car,  sous  la  première 

forme,  y  devient-, et  il  devient  §-  sous  la  seconde. 

151.  Cas  où  une  fonction  se  présent^  spys  la  fORMg  0**. 
3oit  la  fonction  ' 

y=f{x)f^% 

et  supposons  (jue  F  (a)  =  0,  et  /"(a)  =  0.  Si  l'on  prend  les  loga- 
rithmes des  deux  membres,  on  a  : 

log^  =  /"(a?)XlogF(a?). 

Si  Ton  peut  trouver  la  limite  du  produit  f{x)  X  logF  (rc)  par  la 
règle  (1^0),  on  aura  celle  de  log  y,  et  par  suite  celle  de  y. 

132.  Cas  où  a  =  qo  .  La  démonstration  des  règles  précédentes 
suppose  que  a  a  une  valeur  finie,  Mais  on  peut  prouver  directe- 
nient  que  les  règles  subsistent,  lorsque  la  forme  indéterminée 

résulte  de  l'hypothèse  a;  =  »  .  Soit,  par  exemple,  y  =:  '-^  une 
fonction  qui,  pour  a;  =  «> ,  prend  la  forme   -.     Posons  a;  =  -  ; 


nous  aurons 
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Or,  pour  37=  00 ,  on  a  z  =  0.  On  peut  donc  appliquer  la  règle 
(147),  et  l'on  a: 

r(i)(y     r©   ■,,,) 

Ce  qu'il  fallait  démontrer.  Seulement  il  faudra  s'assurer,  avant 

d'appliquer  les  rèdes,  que  ~-^  et  ^rr  tendent  bien  vers  une 
*  *    ^  °         ^     F  (a?)      F  (a?) 

limite  déterminée,  quand  x  tend  vers  oo .  Par  exemple,  l'ex- 
pression 


sin  X       ,       sin  X 


X 

tend  évidemment  vers  1,  quand  x  tend  vers  oo  :  tandis  que  le 

1  """■  sin  X 
rapport  des  dérivées a  une  limite  complètement  indé- 

1  — ~  COS  X 

terminée. 

155.  Remarque.  Il  peut  arriver  qu'en  appliquant  les  règles 
précédentes,  on  rencontre  des  dérivées  qui  présentent  toujours 
la  même  indétermination  que  la  fonction  dont  on  cherche  la 
vraie  valeur.  Dans  ce  cas  on  est  obligé  de  recourir  à  des  arti- 
fices particuliers  (voy.  la  f"  partie,  n"»  240  et  suiv.).  Ce  qu'il  y 
a,  le  plus  souvent,  de  mieux  à  faire,  dans  ce  cas,  c'est  de  rem- 
placer X  par  a-\-h,  d'effectuer  les  réductions,  et  de  poser  en- 
suite h  =  0. 

3/ 

Soit,  par  exemple, y  =  J,^""^  ;  elle  devient  -  pour  x  =  a, 

V/  x^~a^  0 

et  les  dérivées  de  ses  deux  termes  deviennent  toutes  infinies. 
En  posant  x  =  a-{-h,  on  a  : 

ou    -; r,     ou 


et  sous  cette  forme,  on  voit  que  la  limite  est  zéro,  quand  h  tend 
vers  zéro. 
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§  IV.  Retour  de  la  dérivée  à  la  fonction  primitive. 

1S4.  Théorème.  Deux  fonctions,  qui  ont  des  dérivées  égales,  ne 
peuvent  différer  que  par  une  constante.  Si  deux  fonctions  ont  des 
dérivées  égales,  leur  différence  a  évidemment  pour  dérivée  0. 
Il  suffit  donc,  pour  prouver  le  théorème  énoncé,  de  faire  voir 
qu'une  fonction,  dont  la  dérivée  est  nulle,  est  nécessairemnt  con- 
stante. 

Soit  F  (a;,  une  fonction  dont  la  dérivée  soit  nulle.  Considérons 
les  fractions  suivantes  : 


£i> 


Y(x  +  h)-¥(x) 

h 
F(x-\-2h)  —  ¥(x  +  h)  _ 

h  -''' 

W  {F(x-{-^h)  —  ¥(x-{'2h)  _ 

Ti  -''' 

Y(^x-\-nh)  —  Y[x-{-{n—l)h]_ 

Ti  -'"• 

Supposons  que,  h  tendant  vers  zéro,  n  augmente  de  telle  ma- 
nière, que  le  produit  nh  conserve  une  valeur  constante  k.  Les 
seconds  membres  si,  ea.'-.s»  tendront  tous  vers  zéro;  car,  par 
hypothèse,  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  l'ac- 
croissement infiniment  petit  de  la  variable  a  toujours  zéro  pour 
limite.  En  chassant  les  dénominateurs  des  équations  [1],  et  ajou- 
tant ensuite  ces  équations,  il  vient  : 

•       F{x  +  nh^^¥{x)  =  ¥{x  +  k)-F{x)  =  hie,  +  ^2+-..'^n)y 

et,  en  nommant  tq  le  plus  grand  des  nombres  si,  £!,...£„,  en  va- 
leur absolue, 

¥{x+  k)  -^f{x)<Cnr,h<r,k. 

Or,  les  quantités  ei,  £2,...£n  tendant  toutes  vers  zéro,  la  plus 
grande  d'entre  elles  r^  peut  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut;  et, 
par  suite,  la  différence  fixe,  ¥{x-]-k)  —  ¥(x),  ne  peut  différer  de 
zéro.  Deux  valeurs  quelconques  de  ¥{x)  sont  donc  égales  entre 
elles;  et  la  fonction  est  constante. 

Alg.  sp.  B  9 
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15S.  Revenir  DE  la  dérivée  a  la  fonction  primitive,  dans  les 
CAS  LES  PLUS  SIMPLES.  La  rechcrche  d'une  fonction,  dont  la  déri- 
vée est  donnée,  est  l'un  des  problèmesles  plus  difficiles  que  pré- 
sente l'analyse;  et  l'on  est  loin  de  savoir  le  résoudre  en  général. 
Le  théorème  qui  précède  prouve,  au  moins,  qu'une  fois  une  pa- 
reille  fonction  trouvée,  toutes  celles  qui  ont,  comme  elle,  la  ' 
dérivée  proposée,  s'obtiendront  en  lui  ajoutant  une  constante, 
de  valeur  arbitraire. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  traiter  le  problème,  dans  les  cas 
les  plus  simples,  où  la  solution  s'aperçoit,  en  quelque  sorte,  im- 
médiatement : 

l»»  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  kx'^'i  ^^^^ 

m-j-l 


2°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  cos  mxl 
3<>  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  sin  ma?? 


sm  mx 
m 

cos  ma; 

m 


4°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  a"  2  aog_e 


\oga  • 


5°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  tang  xt 

r.  .  smx         cos' ce 

On  a  :  tanga7  = = : 

°         cosic  cos  X 

et  l'on  voit  que  la  fonction  demandée  est  — log  cos  a;. 


2 x^ 

6°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  estr; ? 

1  —  X 

On  a,  en  effectuant  la  division  : 

p=^=x'j^x  +  l  +  --^. 
1  —  X  '       '       '  1  — a; 

La  fonction  demandée  est,  par  conséquent, 
|  +  |  +  a;-L(l-aj). 
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7°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  —. ? 

sin  X 

rt  1  1  -  — TT-      tang'  h  X 

On  a:      -. =;r^—i r-  =  2cos*|a;  =  , — H^» 

sin  a;     2smia;cos4a7 r—      tang  A- a? 

^         ^         tangua;  °  ^ 

La  fonction  demandée  est,  par  conséquent,  L  tang  |  a?/ 
8*»  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  .^  .J 

CL    "Y"  Xi 


On  a 


1 

1      a 


1  X 

la  fonction  demandée  est  donc- arc  tanff  -. 


hx 
9«>  Quelle  est  la  fonction  qui  a  pour  dérivée  — ? 

oc 

rk  La?      1    T 

On  a  :  —  =  -.  La?; 

X         X  ' 

donc  la  fonction  est  -  (La?)^. 

10°  Quelle  est  la  fonction  qui  a  pour  dérivée  -y-  ? 


On  a 


1_ 

1    _   X 
xLx~  Laj' 


et,  par  conséquent,  la  fonction  demandée  est  LLa?. 

Nous  nous  Lornerons  à  ces  exemples,  ne  pouvant  indiquer  ici 
aucune  des  méthodes  que  l'on  emploie,  pour  résoudre  le  pro- 
blème dans  des  cas  un  peu  moins  faciles. 


RÉSUMÉ. 

i39.  Définition  des  fonctions  croissantes  ou  décroissantes.  —  140.  Condi- 
tion pour  qu'une  fonction  soit  croissante  ou  décroissante.-  - 141 .  Condi- 
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tion  commune  au  maximum  ou  au  minimum  d'une  fonction.— 142.  Élude 

Lx 
de  la  fonction  ce*.  — 145.  Étude  de  — . — 144.  Maximum  ou  minimum 

X 

de  x'^-hy^,  quand  X'}'y  =  a.  —  i46.  Maximum  et  minimum  d'une 
fraction  du  second  degré.  —  146.  Examen  d'une  fonction  discontinue. 
—  147.  Recherche  de  la  vraie  valeur  d'une  fonction  qui  se  présente 

sous  la  forme  -.  —  148.  Exemple. —  149.  Cas  où  la  fonction  de- 
vient — .  —  180.  Cas  où  la  fonction  devient  0  X  oo.  —  loi.  Cas  où 

00 

elle  devient  0**. — 182.  Cas  où  a  =  co, —  185.  Remarque. — 184.  Deux 
fonctions,  qui  ont  môme  dérivée,  ne  diffèrent  que  par  une  constante.  — 
188.  Retour  de  la  dérivée  à  la  fonction  primitive,  dans  les  cas  les  plus 
simples. 

EXERCICES. 


I.  Trouver  les  bases  des  systèmes ,  dans  lesquels  un  nombre  peut  être  égal  à 
son  logarithme,  en  employant  l'un  des  procédés  suivants  : 

1°  On  étudiera  la  fonction  x  —  logx,  et  l'on  cherchera  la  condition,  pour 
qu'elle  puisse  devenir  nulle. 

2°  On  étudiera  la  fonction ;  et  l'on  cherchera  la  condition,  pour  qu'elle 

loga;'  ;  r-        -1 

puisse  devenir  égale  à  l'unité. 

3°  On  étudiera  la  fonction  a'  —  X'j  et  l'on  cherchera  la  condition,  pour 
qu'elle  puisse  devenir  égale  à  zéro. 

CL* 

4°  On  étudiera  la  fonction  —  ;  et  l'on  cherchera  la  condition,  pour  qu'elle 
puisse  devenir  égale  à  l'unité. 

On  devra,  bien  entendu,  trouver,  des  quatre  manières,  le  même  résultat, 

qui  est 

t 

II.  Examiner  si  l'équation 


de  ut  admettre  d'autre  solution  que  a;  =  m. 

On  met  facilement  cette  équation  sous  la  forme  . 

loga; logm 

X  m   * 

log  X  , 

On  répondra  donc  à  la  question,  en  étudiant  la  fonction    — r— »  ^^  ^^  C"^^' 
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chant  si  cette  fonction  peut  prendre  deux  fois  la  même  valeur  pour  des  valeurs 
différentes  m  et  a;  de  la  variable. 

III.  Un  point  lumineux,  placé  sur  une  droite  verticale,  éclaire  une  portion 
très-petite  d'un  plan  horizontal,  située  à  une  distance  d  de  la  droite  verticale  : 
étudier  les  variations  de  la  quantité  de  lumière  reçue,  lorsque  la  hauteur  x  du 
point  lumineux  varie. 

d 
Le  maximum  a  lieu,  lorsque  rr="yr. 

IV.  Un  tronc  de  pyramide  régulière,  à  bases  octogonales,  est  circonscrit  à  une 
sphère,  de  rayon  donné  r.  Étudier  la  variation  du  volume,  lorsque  varie  l'incli- 
naison des  faces  latérales  sur  les  bases. 

Le  minimum  a  lieu,  lorsque  le  tronc  devient  un  prisme. 

V.  Une  ligne  droite,  de  longueur  donnée  2a  est  courbée  en  arc  de  cercle,  de 
rayon  variable  :  étudier  la  variation  de  l'aire  du  segment  compris  entre  Tare  et 
sa  corde. 

Le  maximum  a  lieu ,  lorsque  l'arc  forme  une  demi-circonférence. 

VI.  Trouver  la  vraie  valeur  de  (1— -a;)  tang  —  pour  x  =  l. 

2 

On  trouve  -  . 

VII.  Trouver  la  vraie  valeur  de  x''e'*  pour  a;=oo. 
On  trouve  zéro. 

VIII.  Trouver  la  vraie  valeur  de  x'  pour  a;=oe. 
On  trouve  l'unité. 

IX.  Trouver  la  vraie  valeur  de  xe'  pour  x  =  0. 

On  trouve  l'infini. 

x" 

X.  Si  l'on  désigne  par  U«  la  fonction  qui  a  pour  dérivée     -  on  a  : 

mU,  =  — a;"-i  v'i  —  a;"  +  (m— 1)U^2. 
Comme  on  a,  d'ailleurs,  évidemment  : 


Uo=arcsinir,     Ui  =  — vl— a;S 

on  peut  conclure  de  cette  formule  un  moyen  général  de  former  U«,  quelle  que 
soit  la  valeur  paire  ou  impaire  de  m. 


CHAPITRE  m. 

SËRIËS  QUI  SERVENT  AU  CALCUL  DES  LOGARITHMES 
ET  DU  NOMBRE  tc. 


§  L  Séries  qui  servent  au  calcul  des  logarithmes. 

1^6.  DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE  DE  —  L  (1  —  w).  Solt  X  UDG  Va- 
riable, que  nous  ferons  varier  depuis  07=  0  jusqu'à  ^=it,w  dési- 
gnant une  constante  positive  et  moindre  que  1.  Posons  : 

'[1]  f{x)=.^-L{\^x\ 

le  signe  L  désignant,  comme  dans  le  chapitre  précédent,  un  lo- 
garithme népérien  :  la  dérivée  de  f{x)  est,-i-;  et  Ton  a  évi- 
demment  ; 

[2]     r(a^)=Y::^=  1+07+07^+....+^-^+^, 

ainsi  que  Ton  s'en  assure,  soit  en  faisant  la  division,  soit  en  som- 
mant la  première  partie  du  second  membre,  à  l'aide  de  la  théo- 
rie des  progressions. 
Posons  aussi  : 

[3]  ,'(.,)^^+|  +  ^+....  +  J 

la  dérivée  de  ç  {x),  désignée,  suivant  l'habitude,  par  9'  (rr),  sera 
précisément  la  première  partie  de  f{x)\  et  l'on  aura  : 

[4]  (p'(a;)  =  1  +  a;+a;2  + ....  -|-a;"+*. 

En  retranchant  l'équation  [4]  de  l'équation  [2],  il  vient  : 
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Le  second  membre  de  celle  équation  est  positif  et  moindre 
que  ■  ,tant  que  x  n'est  pas  égal  à  w;  on  a  donc  : 


Ces  inégalités  montrent  (140),  que  les  fonctions  f{x)—^  (x)  et 

f{x)  —  <p(a?) — .    I  iwi \>  sont,  la  première  croissante,  la 

{n-f-  ij^i      u) 

deuxième  décroissante,  quand  x  croît  de  0  à  w.  En  effet,  les 
deux  fonctions  sont  continues;  et  la  première  a  une  dérivée  con- 
stamment positive,  tandis  que  la  seconde  a  une  dérivée  constam- 
ment négative. 

D'ailleurs,  les  deux  fonctions  dont  il  s'agit  sont  nulles  pour 
x  =  0;  donc,  pour  x=  u,  la  première  est  positive,  et  la  seconde 
est  négative. 

On  a,  par  conséquent  : 

f{u)  est  donc  compris  entre  9  {u)  et  cp  (tt)+  ;  et  il 

est,  par  suite,  égal  à  cp  {u)j  augmenté  d'une  quantité  moindre  que 
.  _i  ,wj — :»  Cette  quantité  peut,  évidemment  se  représen- 

ter  par  6 '     .,.,, r,  en  désignant  par  6  un  nombre  positif 

(^n  -|-  1  ;  ^  i  —  U) 

inférieur  à  l'unité.  On  a  donc  enfin  : 


c'est-à-dire, 

— L(l-w)=w+-+ -....  +  --+ ^ 


u  étant,  comme  on  l'a  supposé,  inférieur  à  l'unité,  on  voit  que 
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f    ,  i.  /, \  tend  vers  zéro,  à  mesure  que  n  augmente;  et  l'on 

\n-\-\.)  \\.  —  u) 

a,  par  conséquent  ; 
[„]  _L(i-«)=„+^+^+|  +  .... 

La  démonstration  même  prouve  que  la  série,  qui  forme  le 
second  mrmbre,  est  convergente,  lorsque  u  est  plus  petit  que 
l'unité.  On  pourrait  aussi  le  déduire  des  règles  démontrées 
(Liv.  I,  chap.  I). 

157.  Développement  de  L  (1  ■\-u).  Soit  x  une  variable,  que 
nous  ferons  varier  entre  les  limites  0  et  i^,  u  désignant  une  con- 
stante positive  moindre  que  1.  Posons  : 

[1]  f(a^)  =  L(l-fa;}; 

la  dérivée  de  f  {x)  est--^ — ;  et  l'on  a  évidemment  : 


/'(aj)  =  l— a;+a;*— a;l...±a;"-^=pic"±— - — . 

Posons  aussi  : 

[3]  ,(^)=^„|.  +  |....±^, 

et  désignons,  suivant  la  notation  habituelle,  par  <p'  {x)  la  dérivée 
decp(a;);  nous  aurons  : 

[4]  (p'(aj)=l— a;+a?»— a?»+....±a?»*-*. 

En  retranchant  l'équation  [4]  de  chacune  des  équations  [2],  on 
obtient  ; 

r{x)^i{x)=.^^ 


X'_ 
X' 


Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  de  signes  con- 
traires;  par  conséquent,  les   deux  fonctions  f{x)  —^{x)  et 
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/  (a;)  —  <p  {x)±:  ,  ayant  leurs  dérivées  de  signes  contraires, 

sont  Tune  croissante,  l'autre  décroissante,  quand  x  croît  de 
0  hu;  et,  comme  elles  sont  nulles  pour  a;=:0,  elles  sont,  pour 
x=u,  de  signes  contraires;  et/  {u)  est,  par  conséquent,  compris 
entre 

cp(u)      et       9{u):+:^^^-p^. 

On  a  donc,  en  désignant  par  6  un  nombre  positif  moindre 
que  1  : 

et,  par  suite,  comme  tend  vers  zéro,  lorsque  n  augmente, 


[6]  L(l+«)=«-|  +  |-|-  +  .... 


Nous  remarquerons,  comme  à  la  fin  de  l'article  précédent, 
que  la  démonstration  même  de  la  formule  [b]  prouve  que  la 
série,  qui  forme  le  second  membre,  est  convergente,  lorsque  u 
est  moindre  que  1. 

La  démonstration  pourrait  même  se  faire,  sans  modifications, 
si  l'on  avait  u  —  \;  et  la  série  précédente  peut  donner,  par  con- 
séquent, le  logarithme  népérien  de  2, 

lo8.  Formule  pour  le  calcul  des  logarithmes  népériens. 
Reprenons  les  deux  formules  : 

L(I+u)  =  «-|  +  |-J+...., 
-L(l-«)=«+-+-+^....; 
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il  vient,  en  ajoutant,  et  en  observant  que 

l(i  +  «)-l;(i-k)=l(^),   . 

-—^  étant  plus  grand  que  1,  posons  : 

l  +  u_     ■  /i_N+/i 

L'équation  [1]  devient,  en  observant  que 

L^=^N+ft)-LN, 

Cmq  formule,  où  N  et  h  désignent  deux  nombres  positifs  quel- 
conques, permet  de  calculer  L(N+/î'),  quand  on  connaît  LN. 

139.  Limite  de  l'erreur  commise,  en  s'arrêtant  a  un  certain 
TERME.  Si  l'on  néglige,  dans  le  second  membre  de  l'équation  [c], 

tous  les  termes  qui  suivent  2/c)-_i  iwg|^  i  7\2»-n?  l*erreur  com- 
mise é  sera  évidemment  moindre  que 


^2.+3 


c'est-à-dire  moindre  que 


[i+(2în:s)+(2îrR) +••••} 


2/i^»+» 


(2i+3)(2N+/.)"-(l-(,-j^J}' 

on  aura  donc  : 


'(2i-[-3)(2N4-/t)'*+^2N(N+/i)' 
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En  particulier,  si  l'on  néglige,  dans  la  série,  tous  les  termes 
qui  suivent  le  premier,  et  que  l'on  écrive  simplement  : 

L(N+/i)=LN'      ^^ 


2N+/1* 

Terreur  commise  sera  moindre  que 

h' 
6N(N+/i)(2N+/i)' 

et,  à  plus  forte  raison,  moindre  que 

12  Uv' 

160.  Calcul  de  LlO.  Le  module  du  système  vulgaire  est  l'in- 
verse du  logarithme  népérien  de  10.  Il  est  important  de  con- 
naître ce  nombre.  Pour  le  calculer,  on  cherche  d'abord  LlO. 
Or  on  a  : 

L10=L2+L5. 

En  faisant  N=I,  h=\,  dans  la  formule  (c),  on  a  : 

rg^o/l   ,     1     ,.    1  1  1 l__  \ 

\2~3.3»"^5.3^"^7.3'"ï"9.3^~'~11.3'i"^""7' 

Puis,  en  faisant  N  =  4,  h  =  l,  dans  la  même  formule,  et  remar- 
quant que  L4  =  2L2,  on  a  : 

Par  conséquent, 

~    \9~3.9'^5.9»^7.9'^""7' 
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OU,  en  faisant  passer  les  coefficients  de  chaque  série  aux  nu- 
mérateurs, et  simplifiant  : 

I   P    I      2  2  2 

^\3«  '    3.3^~5.3"'   ''^7.3'*^*"7' 


2     2     2    2  ,      .    ,        i 


On  calcule  d*abord  les  nombres^,  -;,  -g,  -j,  ....  dont  chaciln 
est  le  neuvième  du  précédent.  On  a  ainsi  ;  / 

là  =  0,22222  22222  22222  22222  22  / 


^=0,02469   13580  24691   35802  47 


^  =  0,00274   34842  24965  70644  72 

û 


^  =  0,00030  48315 '80551  74516  08 


^5=  0,00003  38701  75616  86057  34 


—  =0,00000  37633  52846  31784  15 
o 


^=0,00000  04181  50316  25753  79 


^5=0,00000  00464  61146  25083  75 


^5=:  0,00000  00051  62349  58342  64 


* 
..^.^' 


V 

V 
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—  =0,00000   00005  73594  39816  85 

ô 

^5  =  0,00000  00000  63732  71090  65 


^5  =  0,00000  00000  0708]  41232  29 


^  =  0,00000  00000  00786  82359  14 


1-8=0,00000  00000  00087  42485  35 


%   |ô=  0,00000  00000  00009  71387  15 


*         •"   2 


>  ^,=0,00000  00000  00001  07931  91 
|-^  =  0,00000  00000  00000  11992  43 
^.  =  0,00000  00000  OOOÛO  01332  49 


4=0,00000  00000  00000  00148  05 


A=  0,00000  00000  00000  00016  45 


4^=0.00000  00000  00000  00001  83 
3*' 


A  =0,00000  00000  00000  00000  20 

ô 

On  forme  ensuite  les  termes  de  la  première  série,  en  divisant 
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respectivement  les  nombres  ainsi  obtenus  par  3,  5,  7....  On  a 
ainsi  : 

2, 

0,07407  40740  74074  07407  41 
0,00493  82716  04938  27160  49 
0,00039  19263  17852  24377  82 
0,00003  38701  75616  86057  34 
0,00000  30791  06874  26005  21 
0,00000  02894  88680  48598  78 
0,00000  00278  76687  75050  25 
0,00000  00027  33008  60299  04 
0,00000  00002  71702  60965  40 
0,00000  00000  27314  01895  99 
0,00000  00000  02770  98743  07 
0,00000  00000  00283  25649  29 
0,00000  00000  00029  14161  45 
0,00000  00000  00003  01464  98 
0,00000  00000  00000  31335  07 
0,00000  00000  00000  03270  66 
0,00000  00000  00000  00342  64 
0,00000  00000  00500  00036  01 
0,00000  00000  00000  00003  79  • 
0,00000  00000  00000  00000  40 
0,00000  00000  00000  00000  04 
2,07944  15416  79835  92825  13=3L2. 

On  forme  de  même  les  termes  de  la  seconde  série;  et  l'on  a  : 

0,22222  22222  22222  22222  22 
0,00091  44947  41655  23548  24 
0,00000  67740  35123  37211  47 
0,00000  00597  35759  46536  26 
0,00000  00005  73594  39815  85 
0,00000  00000  05793  88280  97 
0,00000  00000  00060  52489  16 
0,00000  00000  00000  64759  14 
0,00000  00000  00000  00705  44 
0,00000  00000  00000  00007  79 
0,00000  00000  00000  00000  09 
0,22314  35513  14209  75576  63 
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Puis  on  ajoute  les  deux  résultats;  ce  qui  donne  : 

Lie  =  2,30258  50929  94045  68402. 

On  en  conclut,  par  division,  que  le  module  des  logarithmes 
vulgaires  est  : 

j-L=loge  =  j-^^ — =0,43429  44819  03251  82765. 

161.  Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  Pour  obtenir  les 
logarithmes  vulgaires,  c'est-à-dire  les  logarithmes  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  10,  il  faut  multiplier  les  logarithmes  népé- 
riens par  le  facteur  f-r-r,  dont  nous  venons  de  trouver  la  valeur. 

On  pourra  aussi  calculer  immédiatement  les  logarithmes,  en 
remarquant  que,  si  l'on  désigne  ce  module  par  M,  et  qu'on 
emploie  la  notation  log.  pour  indiquer  ces  logarithmes  vulgaires, 
la  formule  [c]  devient  : 

log(N+/.)-logN=2M  {^,  +  1^-^,+...). 

Si  Ton  suppose  /i=  1,  cette  formule  devient  : 

f^]    log(N  +  l)-logN={^  +  l(-^,+...j. 

C'est  la  formule  employée  par  les  calculateurs,  qui  ont  construit 
les  tables  dont  on  fait  usage.  On  calcule  seulement  les  loga- 
rithmes des  nombres  premiers  ;  les  autres  s'obtiennent  par  des 
additions.  Les  premiers  calculs  sont  laborieux  :  mais,  lorsqu'on 
arrive  à  101,  deux  termes  de  la  série  suffisent  pour  obtenir  son 
logarithme  avec  huit  décimales;  et  lorsqu'on  dépasse  1000,  le 
premier  terme  suffit. 

§  H.  Séries  qui  servent  au  calcul  du  nombre  r. 

1G2.  DÉVELOPPEMENT  DE  arc  tang  u.  Soit  x  une  variable,  que 
nous  supposons  comprise  entre  0  et  une  limite  constante  w,  in- 
férieure ou  égale  à  l'unité. 
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Posons  : 

/■(a?)  =  arc  tango;; 

cet  arc  étant  celui  qui  s'annule  avec  x,  et  qui  varie  ensuite 
d'une  manière  continue  avec  cette  variable.  Nous  aurons  : 


/"(^)  =  TTr^.=  i-''^'  +  ^'--^'  +  ----^^"-'  +  r'' 


/v>3  /y>S  rpl  qfl>n — 1 

Posons:      ,(a;)  =  a;--  +  ----...-^-^— ,, 

et,  par  suite  : 

9'(a?)  =  l— œ^  +  a?*— a;«— ...  — a;*"-»; 


nous  aurons  : 


rw-9'(-)=T^. 


Par  conséquent,  la  différence  TW— ?'(^)  est  constamment  po- 
sitive, et  moindre  que  a;*'*.  On  peut  donc  écrire  : 

et,  par  suite,  la  fonction  f{x)  —  '<f{x)  est  croissante,  et  la  fonc- 

tion  f{x)  —  tp  (a;)  —  - — -—  est  décroissante,  lorsque  x  varie  de  0 

à  u.  Mais  ces  deux  fonctions  sont  nulles,  pour  x  =  0.  La  pre- 
mière est  donc  positive,  et  la  seconde  négative,  pour  x  =  u\  en 

sorte  que  f{u)  est  compris  entre  (p(w)  et  9  (u)  +  - — j^- .  Et  l'on 

peut  écrire,  en  désignant  par  ô  un  coefficient  positif  moindre 
que  1  : 

c'est-à-dire, 

tang«=«--  +  -  +  -+...-^-^^— ^+o__; 


arc 
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et  comme,  pour  une  grande  valeur  de  n,  le  terme  0 r— 

est  aussi  petit  que  l'on  veut,  on  a  : 

[g]  arctangw  =  w-j+- -y +-  —  .... 

Les  deux  membres  de  la  formule  changeant  de  signe  avec  w, 
celle-ci  s'applique  évidemment  aux  valeurs  de  u  comprises 
entre  —  1  et  +  l« 

165.  Cas  où  u  est  plus  grand  que  l'unité.  Si  l'on  donnait 
une  tangente  u  plus  grande  que  l'unilé,  la  série,  qui  donne  l'arc 
correspondant,  devenant  divergente,  ne  serait  plus  d'aucun 
usage;  mais  on  pourrait  facilement  calculer  l'arc  demandé,  en 

cherchant  à  sa  place  arc  tang  -,  qui  en  est  évidemment  le  com- 
plément, et  qui  sera  formé  par  une  série  convergente. 

Soit,  par  exemple,  à  trouver  arc  tang  4,49341;  on  fera  usage 
de  la  formule  : 

TT  ,  ,111,11, 

-  — arc  tang  î/  =  arc  tang-  = 't— .  +  7-^— ;7-7  +  --- 

Pour  calculer  les  termes  successifs  de  cette  série,  on  formeia 
d'abord  les  fractions -, -:r,  -t,...;  ce  qui  sera  facile,  chacune 
s'obtenant  en  divisant  la  précédente  par  le  diviseur  fixe 

n-  =  20,19073  34281; 

1 


on  aura  amsi 


u 


0.22253  81315  97161 


i  =  0,01102  22906  16122 
1  =  0,00054  59083  81950 


i  =  0,00002  70375  70670 


âLG.  sp.  B.  lu 
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-,=  0,00000  13391  07902 


\l  ~  0,00000  00663  22895 


---=r  0,00000  00032  84819 
4-5=0,00000  00001  62689 


4-,=  0,00000  00000  08058 
-L  =  0,00000  00000  00399 


4  =  0,00000  00000  00020 

l'on  en  conclura: 

1  =0,22254  81315  97161  -ir  =  0,00367  40968  72041 

u  3w'    ' 

J^=  0,00010  91816  76390  -i=- =  0,00000  38625  10096 

-ig-=  0,00000,  01487  89767  -L_  =  0,00000  00060  29354 

—L,=  0,00000  00002  52678  -4-78  =  0,00000  00000  10846 


nu 

1 


^  -=  0,00000  00000  00474    ^^  =  0,00000  00000  00021 


21i( 


-  =  0,00000  00000  00001 


.  =0,22265  74623  16471     .   =0,00367  79354  22358 

donc  :  arc  cotang  (4,49341)  =  +  0,22265  64623  16471 

—  0,00367  79654  22358 

ou       arc  cotang  (4,49341)=  0,21897  94968  94113. 
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Puis  :     arc  tang  (4,49341)  =  |  --  arc  cotang  (4,49341) 

=  +  1,57079  63267  94897 
—  0,2ia^7  94968  94113 
ou  arc  tang  (4,49341)  =       1,35181  68299  00784. 

104.  Calcul  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Si,  dans  la  formule  démantrée  (161),  on  suppose  n  =  1,  l'arc 
dont  la  tangente  est  u,  est  égal  à  |,  et  l'on  a  : 

4  3^5       7^9       • 

Cette  série  est  convergente  ;  mais  les  termes  décroissent  trop 
lentement  pour  qu'on  puisse  facilement  l'employer  au  calcul 
du  nombre  tc. 

On  peut  obtenir  d'autres  expressions,  qui  conduisent  rapide- 
ment à  des  valeurs  très-approchées  de  ce  nombre.  Posons  : 

arc  tang  x  =  p,  arc  tang  y  —  q; 
on  aura  :  x  =  tang  p,  y  =  tang  g, 

tang  (p  +  ç)  =  Jili2££±iili2£l.  :^  £±1 . 

.      >=  v^-  1    i^       1— tang  p  tang  g      l  —  xy' 

donc  :      arc  tang  x  +  arc  tang  y  =  arc  tanff  -^i^ . 

1  —  ^y 

On  trouverait  de  même  : 

arc  tang  x  —  arc  tang  ?/  =  arc  tang  ^~^. . 

l+xy 

En  faisant,  dans  la  formule  qui  donne  tang  (p-{-q)^  q  z=p^ 
q  =  2p,  qz=  3p,  on  trouvera  successivement  : 

2  arc  tang  x  =  arc  tang       ^ 


3  arc  tang  x  =  arc  tan| 


1  —x^' 
3x  —  x^ 


l—3x 


.2? 


4  arc  tang  a;  =  arc  tang  - — —  • 

et  ainsi  de  suite. 
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En  allribuant  k  x  eih  y  diverses  valeurs,  les  formules  pré- 
ccdenles  donnent: 


-  =z  arc  tang  1  =  arc  tang  |  +  arc  tang  ^ , 

=  arc  tang  |  +  arc  tang  |  -j-  arc  tang  i, 
=  2  arc  tang  J  —  arc  tang  ^ , 
=  2  arc  tang  |  +  arc  tang  } , 
=  3  arc  tang  |  —  arc  tang  -ft , 
—  4  arc  tang  |  —  arc  tang  ^. 

La  dernière  de  ces  expressions  est  celle  qui  se  prête  le  mieux 

au  calcul  de  7. 

4 

Voici  le  tableau  des  calculs  à  faire.  En  appliquant  la  formule 
te),  on  a: 

TC  =  4  arc  tang  -  —  arc  tang  — 

^.n L4_JL_   \^(1 !__L 

\5       3.5=^'^5.5«       '")        \239       3.239'"^ 

Les  différents  termes  de  la  série,  arc  tang  r^,  réduits  en  frac- 
tions  décimales,  donnent  : 

-^=       0,00418  41004  18410  04184  10 

^    -3=  — 0,00000  00244   16591   78708  38 


3.239 

1 


5.239- 


0,00000  00000  00256  47231  44 


-i_  =  _  0,00000  00000  00000  00390  71 

o>  q  q  /  7 


7.239 


arc  tang-i- =   o,00418  40760  02074  73386  45. 
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Pour  évaluer  arc  tang  -,  calculons  d'abord  les  termes  positifs 
o 

de  la  série: 

i=:  0,20000  00000  00000  00000  00 
5 

-4-,  =  0,00006  40000  00000  00000  00 
-^9=  0,00000  00568  88888  88880  89 

y  .5 

^      =  0.00000  00000  63015  38461    ^4 


13.5*»    • 

1 


-=  0,00000  00000  00077  10117  65 
—i-^,=  0,00000  00000  00000  09986  44 

^  1  •  D 

25V»  ~  ^y^^^^^  00000  00000  00013  42 
zJtt^^  0,00000  00000  00000  00000  02 
La  somme  =  0,20006  40569  51981   47467  96. 

Si  nous  calculons  ensuite  les  termes  négatifs,  nous  aurons  : 


-^=0,00266  66666  66666  66666  67 
y^7=  0,00000  18285  71428  57142  86 
^   =  0,00000  00018  61818  18181  82 


11.5'* 
1 


..   ,n=  0,00000  00000  02184  53333  53 
15.5*^ 

—^9=  0,00000  00000  00002  75941  05 
^  23=  0,00000  00000  00000  00464  72 


23.5 

1 


27.5^ 


0,00000  00000  00000  00000  50 


La  somme  =0,00266  84971   02100  71630  95. 
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En  retranchant  cette  somme  de  la  somme  des  termes  positifs,  on 

obtient,  pour  valeur  de  Tare  dont  la  tangente  est  -  : 

o 

arctang  \=  0,19739  55598  49880  75837  01 

0 

D'où:  4  arc  tangii=  0,78958  22393  99523  03348  04. 

0 

Et  comme   arc  tang  ^  =  0,00418  40760  02074  72386  45 

on  a:  ?  =  0,78539  81633  97448  30961  59 

4 

Donc:  tt  =  3,14159  26535  89793  23846. 


RÉSUMÉ. 

i  iiO.  Développement  en  série  de — L(l — «),  u  étant  compris  entre  0  et  1 .  - 
\6T.  Développement  de  L(l-f-w).  —  1S8.  Série  qui  représente 
L(N-|-/0 — LN.  —  mo.  Limite  de  l'erreur  commise,  en  s'arrêtatrt  à 
un  terme  donné.  —  160.  Calcul  du  logarithme  népérien  de  10.  — 
161.  Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  —  162.  Développement  de 
arc  tang  «,  u  étant  moindre  que  1.  —  165.  Développement  de  arccotu, 
lorsque  u  est  plus  grand  que  1  ;  application  numérique.  —  164.  Calcul 
de  :r  à  vingt  décimales. 

EXERCICES. 

l.  Démontrer  la  formule  : 


^^L{\+x)+L{[-x) 


■^  ba;^-l  "^3  (2x2-1)3 +••••]• 


2 

Oiî  applique  la  formule  [1]  dun°  1S8. 

IL  Démontrer  la  formule  ; 

L(a;4-  5)  =L{x  +  3)  -J-  L(x  — 3)  +  L  (a;  +  4)  +  L(a;  —  4)  —  L  (x  — 5)  — 2La; 

»r  72  1  /  72  y  1 

y*^2bx'-\-12'^^  \x'  —  2bx'-\-12j   ■^••••J- 

On  applique  la  môme  formule. 
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III.  Si  a  et  5  désignent  deux  nombres  positifs  donnés,  et  que  l'on  forme  une 
série  de  nombres,  d'après  les  formules  suivantes, 

a'  =  l(a  +  5),       h'=slFb, 


si  l'on  pose,  en  outre,  a^ 6 ces 9,  a^")  et  &("•)  seront  exprimés  par  les  for- 
mules : 


et  la  limite  commune,  vers  laquelle  convergent  a(")  et  U'*\  est  - — ^^.  Si 

? 
2 
a  =  0,  h  =  \,  cette  limite  est  -. 

On  s'appuie  sur  la  formule  suivante,  facile  à  démontrer  : 

sin  9  =  2"  sin  {^^  cos  |  cos  |  cos  ?. . . .  ces  (^  . 


LIVRE  III. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS. 
CHAPITRE   PREMIER. 

PUI\C1PES  GÉXÉRAUX  SLR  LES  ÉQUA1I01\S  NUMERIQUES 
DE  DEGRÉ  QUELCONQUE. 

g  L  Variations  d'une  fonction  entière  f{x). 

163.  Forme  générale  d'une  fonction  entière.  La  forme  la 
plus  générale,  que  puisse  présenter  une  fonction  entière  de  a?, 
f{x}y  est  la  suivante  : 

/  (j;)  =  Arr"*  +  AïO,-"'-»  +  A.a;'"-^^  +  . . . .  +  A  ^_,a;  +  An»  ; 

A,  Ai....A„,  désignant  des  coefficients  constants,  et  m  le  degré  de 
la  fonction. 

Lorsque  x  varie,  ce  polynôme  peut  changer  de  signe,  en  sui- 
vant des  lois  d'accroissement  ou  de  décroissement,  très-variables 
avec  la  valeur  et  les  signes  des  coefficients.  Il  existe  cependant 
quelques  principes  généraux  qui,  pour  être  presque  complète- 
ment évidents,  n'en  sont  pas  moins  très-utiles  à  signaler  d'une 
manière  toute  spéciale. 

166.  Théorème  L  Toute  fonction  y  entière  et  rationnelle,  d'une 
variable  x ,  est  une  fonction  continue.  C'est-à-dire  que;  si  l'on  fait 
croître  la  variable  d'une  manière  continuCy  la  fonction  variera  aussi 
d'une  manière  continue,  et  ne  pourra  pas  passer  d'une  valeur  à  une 
autre  sans  passer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

Pour  prouver  qu'une  fonction  f{x)  est  continue,  il  suffit  de 
faire  voir  qu'en  donnant  à  a;  un  accroissement  h  suffisamment 
petit,  l'accroissement /(a? +  /i)— /"(a?)  de  la  fonction  pouria  être 
aussi  petit  qu'on  le  voudra. 
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Or  on  sait  que  le  rapport 

f{x+h)-^f{x) 
h  ' 

a  pour  limite,  quand  h  tend  vers  zéro,  la  dérivée  de  f{x), 
qui  est  : 

f{x)  —  mkx"^^  +  (m  —  1)  Aïo;"-*  +  (w  -  2)  k^x"^-^  +  ....  +  A^.»  ; 

on  a  donc  ïl£±±lilï)=:^'(^)  +  , 

s  étant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  h.  On  en  tire  : 

f{x+h)-f{x)=.h[r{x)+{\. 

Or  f{x),  n'ayant  pas  de  dénominateurs  qui  puissent  s'annuler, 
n'est  infini  pour  aucune  valeur  de  x;  le  produit  h[f{x)  +  z]  tend 
donc  nécessairement  vers  zéro  avec  h;  et,  par  suite,  il  en  est 
de  même  diQ  f{x  +  h)—f{x)\  ce  qui  démontre  la  proposition 

énoncée. 

167.  Remarque.  La  démonstration  s'applique  évidemment  à 
toute  fonction  dont  la  dérivée  est  finie  ;  et  l'on  peut  énoncer  ce 
théorème  plus  général  : 

Une  fonction  reste  continue  tant  que  sa  dérivée  ne  devient  pas 
infinie. 

168.  Théorème  II.  Dans  une  fonction  entière 

f{x)  =  Ax^  +  A,x"^'  +  ...,A^,x+k„,, 

on  peut  toujours  donner  à  x  une  valeur  assez  grande  pour  que  le 
premier  terme  devienne  aussi  grand  que  Von  voudra,  par  rapport 
à  la  somme  de  tous  les  autres,  et  donne,  par  conséquent,  son  signe  au 
polynôme. 

Pour  prouver  que  le  premier  terme  peut  devenir  aussi  grand 
que  Ton  voudra,  par  rapport  à  la  somme  de  tous  les  autres,  il 
suffit,  évidemment,  de  prouver  qu'il  peut  devenir  aussi  grand 
que  l'on  voudra,  par  rapport  à  chacun  d'eux  considéré  isolé- 
ment. 
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Or,  en  comparant  le  premier  terme,  Aa?*",  au  terme  général, 
A„a;"'~'*,  on  a  : 

kx'^        A    , 


knX 

et  ce  rapport,  à  cause  du  facteur  a;%  peut  grandir  sans  limite. 
On  peut  donc  prendre  x  assez  grand  pour  que  le  premier  terme 
soit  mille,  cent  mille  fois,  un  million,  cent  millions....  de  fois 
plus  grand  que  l'un  quelconque  des  autres,  et,  par  suite,  aussi 
grand  que  Ton  voudra,  par  rapport  à  la  somme. 

169.  Remarque.  Il  résulte  du  théorème  précédent,  qu'une 
fonction,  de  degré  pair,  a  le  môme  signe  que  le  coefficient  de 
son  premier  terme,  pour  de  très-grandes  valeurs,  positives  ou 
négatives,  de  la  variable.  Une  fonction,  de  degré  impair  a  aussi 
le  même  signe  que  le  coefficient  de  son  premier  terme,  quand 
la  variable  reçoit  une  valeur  positive  très-grande;  mais  elle 
prend  un  signe  opposé  à  celui  de  ce  coefficient,  lorsque  x  est  né- 
gatif et  de  très-grande  valeur  absolue. 

Exemples.        1°  a;"— 1000a;*  — 195000a;' +  1 

est  positif,  si  la  valeur  absolue  de  x  est  suffisamment  grande, 
quel  que  soit,  du  reste,  son  signe. 

20  a;'  +  10000000a;^— a;*  +  l 

est  positif  pour  de  grandes  valeurs  positives  de  a?,  et  négatif, 
lorsque  Xy  étant  négatif,  a  une  valeur  absolue  suffisamment 
grande. 

§  IL  Théorèmes  sur  les  racines  d'une  équation. 

170.  Théorème  I.  Lorsque  deux  nombres,  a  et  b,  substitués  dans 
une  fonction  entière  f  (x),  donnent  des  résultats  de  signes  contraires, 
V  équation  f  (x)  =  0  a,  au  moins,  une  racine  réelle  comprise  entre  a 
et  h. 

Si  l'on  suppose,  en  effet,  que  x  varie  d'une  manière  continue 
depuis  la  valeur  x  =  a  jusqu'à  la  valeur  x  =  b,  f(x)  (166)  variera 
lui-même  d'une  manière  continue  :  or,  passant  de  la  valeur  f{a) 
à  la  valeur  f{b),  qui  a  un  signe  contraire,  il  devra  nécessaire- 
ment changer  de  signe  ;  et,  à  cause  de  la  continuité,  il  prendra 
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la  valeur  zéro,  intermédiaire  entre  les  valeurs  négatives  et  les 
valeurs  positives. 

171.  Remarque.  Le  même  raisonnement  s'applique  à  toute 
équation,  dont  le  premier  membre  est  fonction  continue  de  la 
variable  x. 

172.  Théorème  II.  Une  équation  algébrique ^  de  degré  impair,  à 
coefficients. réels  y  a  au  moins  une  racine  réelle^  de  signe  contraire  à 
son  dernier  terme. 

Soit    f{x)  =  x'^+'  +  A,x^''  +  A^x''^-'  +  ....  +  k^,+,  =  0, 

une  équation  de  degré  impair. 

Si  Ton  substitue  à  x  une  valeur  négative  très-grande,  le  ré- 
sultat de  cette  substitution  sera  négatif  (1C9).  Si  l'on  substitue, 
au  contraire,  une  valeur  positive  très-grande,  le  résultat  sera 
positif;  si,  enfin,  on  substitue  à  a?  la  valeur  G,  la  fonction  f{x) 
se  réduira  à  son  dernier  terme  Asn+i. 

Nous  pouvons  indiquer  ces  résultats  par  le  tableau  suivant  : 

Valeurs  de  x  :  Signes  de  f{x)  : 

00  — 

0  Signe  de  Aan+f 

+  00  + 

Si  donc  Aan+i  est  négatif,  f(x)  change  de  signe,  lorsque  x  passe 
de  la  valeur  0  à  +  oo^  et  a,  par  suite,  une  racine  positive.  Si 
Asn+i  est  positif,  a?  =  Oeta;  =  — oo  donnent  à  f{x)  des  valeurs 
de  signes  contraires:  et  il  y  a,  par  conséquent,  une  racine 
négative. 

Exemples.  L'équation 

a;'  — 8a;°  +  3a?*  — 3  =  0, 

a,  au  moins,  une  racine  positive;  et  l'équation 

a;»+8a;*  +  3  =  0, 

a,  au  moins,  mv}  racine  négative. 

173.  Théorème  III.  Une  équation  algébrique,  de  degré  pair,  à 
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coefficients  réels,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux 
racines  réelles. 

Soit 

une  équation,  de  degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif. 
D'après  ce  qui  précède,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

Valeurs  de  x  :  Signes  de  f{x)  : 

-œ  + 

0  — 

+  œ  + 

Lors  donc  que  x  varie  de  —  oo  à  0,  f{x)  change  de  signe  :  et  il 
CD  est  de  même,  lorsque  x  varie  de  0  à  +  oo.  Il  y  a  donc  néces- 
sairement une  racine  comprise  entre  — »  et  0,  et  une  autre 
entre  0  et  +  oo  ;  c'est-à-dire  deux  racines.  Tune  positive  et  Tau- 
tre  négative.    ^ 

3  III.  Nombre  des  racines  d'une  équation. 

174.  PosTULATUM.  Noiis  admettrons,  sans  démonstration,  la 
proposition  suivante,  qui  est  fondamentale,  et  qui,  hâtons-nous 
de  le  dire,  peut  se  démontrer  en  toute  rigueur. 

Toute  équation  algébrique ,  à  une  inconnue,  ne  renfermant  que 
des  puissances  entières  et  positives  de  cette  inconnue,  et  dont  les  coef- 
ficients sont  des  nombres  donnés,  réels  ou  imaginaires  de  la  forme 
fQ_|_n  y' — 1,  admet,  au  moins,  une  racine  réelle,  ou  une  racine 
imaginaire  de  la  forme  a  +  h  v^--^,  a  eî  b  désignant  deux  nom- 
bres réels.  ^ 

Cette  proposition  étant  admise,  nous  en  déduirons  facilement 
la  suivante. 

17o.  Théorème  fondamental.  Une  équation,  de  degré  m,  de  la 

forme 
[1]  Aa^'^  +  Aio;"»-^ +  A2a;'"-2 +  ....  + An.  =  0, 
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dans  laquelle  A,  Ai,  A2,...Aw  représentent  des  nombres  donnés,  réels 
ou  imaginaires^  admet  toujours  précisément  m  racines  réelles  ou 
imaginaires. 

En  représentant  par  X  le  premier  membre  de  l'équation  [1], 
X  =  0  admet,  en  effet,  par  hypothèse,  au  moins  une  racine.  Si 
nons  désignons  cette  racine  par  la  lettre  a,  qu'elle  soit  réelle  ou 
imaginaire,  X  sera  divisible*  par  (ic  — a). Désignons  le  quotient 
par  Q;  il  sera,  dans  tous  les  cas,  du  degré  (w—  1),  et  son  pre- 
mier terme  sera  Ax""-^.  Nous  aurons  identiquement  : 

[2]  X  =  (x--a)Q; 

et  les  coefficients  de  Q  seront  ou  réels,  ou  imaginaires  de  la 
forme  donnée.  Puisque,  par  hypothèse,  toute  équation  a  une 
racine,  Q  =  0  en  admet  une;  si  nous  la  désignons  par  fc,  on  aura: 

et,  par  suite, 

[3]  X  =  (x-a){x---b)Q,. 

D'après  le  même  postulatum,  l'équation  Qi  =  0,  qui  est  du 
degré  (m  — 2),  et  dont  le  premier  terme  est  évidemment  kx"^-^, 
doit  admettre  une  racine.  Si  nous  la  désignons  par  c,  on  aura  : 

Qi={x-c)Q,, 
et,  par  suite, 

[4]  X  =  (x^a)(x-b)(x-c)Q,, 

le  premier  terme  de  Qa  étant  évidemment  Aa;*"-'. 

En  continuant  de  la  même  manière,  et  en  opérant  sur  Q2, 
comme  on  Ta  fait  sur  Q  et  Qi,  chaque  opération  mettra  en  évi- 
dence un  nouveau  facteur  du  premier  degré;  et  le  degré  des 
quotients  successifs  allant  sans  cesse  en  diminuant,  on  finira  par 
en  obtenir  un  qui  sera  numérique  et  évidemment  égal  à  A.  On 
aura  donc  : 

[5]        X={x  —  a){x—b)(x-'C)....(x  —  k){x  —  l)k. 


*  La  démonstration  de  ce  théorème,  donnée  (I,  !?5  et  76),  s'applique,  sans 
modification,  au  cas  où  a  est  imaginaire. 
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A  l'inspection  de  cette  égalité,  on  reconnaît  que  l'équation 
X  =  0  est  satisfaite  pour  les  valeurs  x  =  a,x=by  x  —  Cj..x  =  lj 
et  qu'elle  ne  peut  l'être  autrement;  car  toute  autre  valeur  attri- 
buée à  X,  n'annulant  aucun  des  facteurs  du  second  membre, 
ne  peut  annuler  le  produit,  comme  on  va  le  voir. 

176.  Remarque.  Un  produit  de  plusieurs  facteurs  n'est  nul,  que 
quand  Vun  des  facteurs  est  égal  à  zéro.  Gela  n'est  évident  que 
quand  les  facteurs  sont  réels;  mais  il  est  facile  d'étendre  la  pro- 
position au  cas  même  où  ils  sont  imaginaires. 

Soit  le  produit 

(a  +  bs/—){a'  +  bW~l); 
ona  : 

[1]  (a+b^^^)(a'  +  b'iJ^^)z=aa''-bb'-{-(ab'-\-bay^:^. 
Pour  que  ce  produit  soit  nul,  il  faut  donc  qu'on  ait  à  la  fois  : 


(  aa'~-bb'  =  0, 
L  -•  (  a6'+6a'=0; 


ou,  en  faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  deux  égalités  : 

[3]  {aa'—bb'y  +  {ab'  +  ba'y  =  0. 

Or,  le  premier  membre  de  [3]  est  identiquement  égal  à 
(a^-\-b^)  (a'*+6'2),  et  ne  peut,  par  suite,  s'annuler,  que  si  l'on  a 
a  =  0,  b  =  Oj  ou  bien  a'  =  0,  b'  =  G.  Donc  il  faut  que  Ton  ait  : 

(a+6v/^=T)  =  0,     ou     (a'-l-6V=l)  =  0. 

Et  la  condition  est,  d'ailleurs,  évidemment  suffisante. 

177.  Autre  remarque.  La  formule  [5]  (17o)  montre  que  le 
premier  membre  d'une  équation  est  toujours  décomposable  en 
acteurs  du  premier  degré.  Elle  permet  aussi  de  former  le  pre- 
mier membre  d'une  équation  du  degré  m,  lorsque  l'on  connaît 
ses  m  racines.  Ce  premier  membre  ne  contient  rien  d'arbitraire 
que  le  coefficient  A,  par  lequel  on  peut  évidemment  multiplier 
les  deux  membres  d'une  équation,  sans  altérer  les  conditioni; 
qu'elle  impose  à  l'inconnue.  Il  résulte  de  là,  que  deux  équations, 
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qui  ont  les  mêmes  racines^  ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur 
constant. 

178.  Polynômes  identiques.  Une  équation,  du  degré  m,  ne 
pouvant  avoir  plus  de  m  racines ,  il  en  résulte  que  deux  poly- 
nômes^ du  degré  m,  en  x,  ne  peuvent  être  égaux  pour  plus  de  m  va- 
leurs de  cette  variable, sans  être  complètement  identiques.  Si,  en  ef- 
fet, on  égale  leur  différence  à  zéro,  on  obtiendra  une  équation, 
du  degré  m,  qui,  si  elle  n'est  pas  identique,  ne  peut  être  satis- 
faite pour  plus  de  m  valeurs  de  la  variable. 

179.  Racines  ÉGALES.  Dans  la  démonstration  que  nous  avons 
donnée  (17S),  rien  ne  suppose  que  les  racines  désignées  par 
a,  h,  c....k,  l,  soient  différentes.  Le  nombre  des  racines  distinctes 
d'une  équation ,  du  degré  m,  n'est  donc  pas  toujours  effective- 
ment égal  à  m.  On  énonce  cependant  tous  les  théorèmes,  comme 
s'il  en  était  ainsi  ;  et.  pour  en  acquérir  le  droit ,  on  dit  qu'une 
racine  a  est  double,  triple  ou  quadruple,  lorsque  le  facteur  (a?— a), 
qui  lui  correspond,  figure  deux,  trois,  quatre  fois,  dans  le  pro- 
duit qui  est  égal  au  premier  membre. 

g  IV.  Racines  imaginaires  conjuguées. 

180.  Théorème.  Si  une  équation  à  coefficients  réels,  admet  une 
racine  imaginaire  a  +  b  ^ —  1 ,  elle  admet  nécessairement,  et  un 
même  nombre  de  fois,  la  racine  conjuguée  a  —  b  y/ —  1 . 

Si  réquation  X  =  0, 

est  satisfaite  par  l'hypothèse 

x  =  a-\-  b \J —  1 , 

je  dis  que  le  premier  membre  X  est  divisible  par  {x  —  ay  +  b^. 
Effectuons,  en  effet,  la  division;  le  reste,  devant  être  de  degré 
moindre  que  le  diviseur,  sera  de  la  forme  mx-{-n\  et  l'on  aura  : 

[1]  x=[(a;-a)^  +  6']Q  +  ma;  +  n, 

m  et  n  étant  des  nombres  réels,  puisqu'il  n'a  pu  s'introduire 
dans  le  calcul  aucune  expression  imaginaire. 
Si,  dans  les  deux  membres  de  l'idcntilc  [1] ,  qui  existe,  quel 
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que  soit  a?,  nous  faisons  x=:^a-\-h\J — 1,  le  premier  membre 
s'annule,  pas  hypothèse.  Il  en  est ,  évidemment,  de  môme  de 
{x  —  a)*  +  b"^  ;  et,  par  suite,  on  doit  avoir  : 

ce  qui  exige  :  ma  +  ^  =  0,    ?n6  =  G  ; 

et,  par  suite,  puisque  h  n'est  pas  nul, 

m  =  0,    n  =  0. 

On  en  conclut  :  X  =  [(rr  —  af  +  6^]  0. 

Or  (ic  — a)2  +  fe2  s' annulant  pour  x  =  a  —  h\/—\^  cette  égalité 
prouve,  qu'il  en  est  de  même  de  X. 

Si  X  est  divisible  par  {x  —  a  —  hyj^^y,  c'est-à-dire  si  la  ra- 
cine a-\-h\/—\  est  double,  il  faut  que  Q  soit  divisible  par 
(x  —  a  —  b  s/—  l)  ;  on  prouvera  alors,  comme  on  l'a  fait  pour  X, 
qu'il  admet  aussi  le  facteur  (x  —  a)^-f-6%  et  l'on  aura  : 

X=[(a;-a)^+6^-j«Q,=:[a;-(a+H^~)?[a;-(a-V=^>0i; 

en  sorte  que  la  racine  a  —  b  \/^^  se  trouvera  aussi  deux  fois 
dans  X. 

Si  X  admet  trois  fois  la  racine  a+  6  y/^^,  il  doit  être  divisible 
par  {x—a  —  bs/^^Y;  et,  par  suite,  Qi  doit  admettre  le  facteur 
(x  —  a—b\/—  l).  On  prouvera  alors,  comme  on  l'a  fait  pour  X 
et  pour  Q,  qu'il  est  divisible  par  (x  —  ay-{-b\  et  que  Ton  a  : 

X=[{x-ay+bJQ,=[x-{a  +  b^/—l)Y[x-(a-b^—l)}Q,; 

en  sorte  que  la  racine  a  —  b  \/~l.  est  triple,  comme  sa  conju- 
guée. 

Le  même  raisonnement  peut  évidemment  se  continuer  indé- 
finiment; et,  par  conséquent,  la  racine  a  —  b  yj —  l  a  le  même 
degré  de  multiplicité  que  sa  conjuguée. 

Alg.  sp.  B.  11  . 
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3  V.  Relations  entre  les  coefficients  d'une  équation  et  les  racines. 

181.  Théorème.  Soit 

a?*"  +  Aia;"-*  +  ....+A«_ia?+A,„  =  0, 

une  équation,  du  degré  m,  dont  nous  supposons ,  pour  plus  de 
simplicité,  que  le  premier  terme  ait  pour  coefficient  l'unité. 
Nous  avons  vu,  qu'en  désignant  par  a,  6,  C....A;,  l,  ses  racines,  on 
a  identiquement  : 

[1]  a^^+Aio;— *  +  .... +  A„_ia;  +  A„ 

=  (x  —  a){x — b){x  —  c)..,.{x  —  k){x  —  Q. 

Mais  on  sait  qu'en  effectuant  le  produit  indiqué  dans  le  second 
membre,  on  aura  (57)  pour  premier  terme,  x^;  pour  second 
terme,  a?"^^  multiplié  par  la  somme  des  seconds  termes  —  a, 
—  6....—  i;  pour  troisième  terme,  0?"*-^  multiplié  par  la  somme 
des  produits,  deux  à  deux,  de  — a,  —  b,  — c....-  ly  ou,  ce  qui 
revient  au  môme,  par  la  somme  des  produits,  deux  à  deux,  de  a, 
b,  c.,,,l,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que,  si  Ton  représente  par 
2a,  2a6,  J^abc  la  somme  des  racines,  les  sommes  de  leurs  pro- 
duits deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.,  on  a  : 
[2]  {x  —  a){x  —  b).,..(x  —  k)(x—l) 

=zx"'^x'^^I>a  +  x'^-^I,ab  —  x'^-^:Labc-\-..,.dzabc....kl, 

le  dernier  terme  étant  précédé  du  signe  +  ou  du  signe  —  sui- 
vant que  m  est  pair  ou  impair.  En  identifiant  ce  produit  avec  le 
premier  membre  de  Téquation  [1],  on  conclut  le  théorème  sui- 
vant ; 

Dans  toute  équation  algébrique^  dont  le  premier  terme  a  pou/r  coef- 
ficient Vunitéf  , 

ir"'  +  AiaJ"^i  +  ....-f-A^_ia;  +  Am  =  0, 

le  coefficient  du  second  terme  Ai  est  égal  à  la  somme  des  racines ^prise 
en  signe  contraire. 

Le  coefficient  du  troisième  terme  Aj  est  égal  à  la  somme  des  pro- 
duits, deux  à  deuXy  des  racines. 
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Le  coefficient  du  quatrième  terme  A3  est  la  somme  de  leurs  produits 
trois  à  trois,  pris  en  signe  contraire;  et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  le  dernier  terme  A„,  est  égal  au  produit  de  toutes  les  racines, 
pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe  contraire,  suivant  que  le  degré 
de  V équation  est  pair  ou  impair. 

182.  Remarque  I.  Ce  théorème  s'exprime  par  les  équations 
suivantes  : 


[3]        \   k^=—{ahc  +  ahd+...  +  acd+...-{-akl+...\ 
km=^'::tabc...kl. 


En  considérant  les  racines  comme  des  inconnues,  nous  avons 
là  m  équations  distinctes,  auxquelles  elles  doivent  satisfaire. 
Lorsque  l'on  connaîtra  quelques-unes  des  racines,  ces  équations 
pourront  faciliter  la  recherche  des  autres;  mais  elles  ne  peuvent 
pas  servir,  en  général,  à  la  résolution  complète  de  l'équation 
proposée.  Si,  en  effet,  on  cherchait,  par  le  moyen  de  ces  équa- 
tions, à  déterminer  une  racine,  a  par  exemple,  il  faudrait,  pour 
cela,  éhminer  toutes  les  autres;  or,  quel  que  soit  le  moyen 
que  l'on  emploie,  je  dis  que  l'équation  obtenue  devra  avoir 
pour  solution,  non-seulement  a,  mais  encore  les  autres  ra- 
cines b,  c,  ky  l.  Si  l'on  remarque,  en  effet,  que  les  racines 
entrent  absolument  de  la  même  manière  dans  les  équations  [3], 
que  rien  ne  les  y  distingue  les  unes  des  autres,  on  conclura  que, 
si  l'on  parvient,  par  certains  calculs,  à  éliminer  toutes  les  ra- 
cines, à  l'exception  de  a,  des  calculs  tout  semblables  auraient 
pu  éhminer  toutes  les  racines  autres  que  b,  par  exemple,  sans 
qu'il  y  eût,  dans  le  résultat,  d'autre  différence  que  le  changement 
de  a  en  b  :  c'est  donc  la  même  équation  à  laquelle  aeib  doivent 
satisfaire;  et,  comme  on  en  peut  dire  autant  des  autres  racines, 
il  est  évident  que  l'équation  en  a  doit  avoir  pour  racines 
a,  6,  c ...  k,  Ij  et  qu'elle  ne  doit,  par  conséquent  (177),  pas 
différer  de  l'équation  proposée  elle-même.  Celte  conclusion 
peut  d'ailleurs  se  vérifier  d'une  manière  bien  simple. 
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Reprenons,  en  effet,  les  équations  [3]  : 

k,=  ^{a+b  +  c  +  ...  +  k  +  l)/       ' 
A2==  {ab  -\-  ac  -\-  ...), 
[3]        ^   A3  =  —  {abc  +  abd  +...), 

V.,n=±  cibc  ...  kl. 

Multiplions  la  première  par  a*"-*,  la  seconde  par  a"*-^,  la  troi- 
sième par  a*"-'...,  l'avant-dernière  par  a,  la  dernière  par  1,  et 
ajoutons-les;  on  reconnaîtra  facilement,  que  l'on  obtient  ainsi 
l'équation  : 

A,a^~'+k,a^-'+ . ..  +  A„.-ia  +  A^  =  — a-, 

qui  n*est  autre  chose  que  l'équation  proposée,  dans  laquelle  x 
est  remplacé  par  a. 

185.  Remarque  IL  II  ne  faut  pas  affirmer,  en  vertu  de  ce  qui 
précède,  que  les  équations  [3]  ne  peuvent  jamais  conduire  à  la 
résolution  d'une  équation  algébrique.  Il  est  prouvé  seulement, 
qu'en  cherchant  à  atteindre  ce  but  par  l'élimination  de  (m  —  1) 
des  racines  cherchées,  on  serait  ramené  à  l'équation  proposée 
elle-même  ;  mais  on  peut  concevoir  d'autres  manières  de  pro- 
céder. Cherchons,  par  exemple,  à  déterminer  les  deux  racines 
a  et  b  de  Féquation  du  second  degré, 

x"^  +  Aïo;  +  Aa  =  0, 

en  faisant  usage  des  relations  : 

a  +  6  =  —  Al,     ab  =  A2. 

Formons  le  carré  de  la  première  équation,  et  retranchons-en, 
membre  à  membre,  la  seconde  équation,  après  avoir  multiplié 
tous  les  termes  pai  4  ;  il  viendra  : 

(a  +  by  —  kab  =  Ai^  —  4A2, 
ou  {a—bf  =  k^—kk^; 


d'où  a~bz=±i  y/Ai'  —  4A2. 

Connaissant  {a-^b)  et  {a—b),  on  en  conclut  facilement  a  et  h, 
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g  VI.  Théorème  sur  les  racines  d'une  équation. 

184.  Nous  terminerons  ce  chapitre,  en  précisant  davantage 
les  conséquences  que  l'on  peut  tirer  (170)  de  la  substitution 
de  deux  nombres  différents  dans  le  premier  membre  d'une 
équation. 

Théorème.  Si  deux  nombres ,  a  et  ,8,  substitués  à  x  dans  le  pre- 
mier membre  d'une  équation  algébrique  X  =  0,  donnent  des  ré' 
sultats  de  signes  contraires,  ils  comprennent  un  nombre  impair  de 
racines. 

II  faut  entendre  que  les  racines  multiples  sont  comptées  un 
nombre  de  fois  égal  à  leur  degré  de  multiplicité. 

Soient  a,h,  , ..  p^  les  racines  comprises  entre  a  et  p,  Q  le  quo- 
tient de  la  division  de  X  par  {x — a)[x  —  b)..,{x — p)\  en  sorte 
que  Ton  a  identiquement  : 

X=(a;-a)(a;— 6}...(aj-p)Q, 

Q  désignant  le  produit  des  facteurs  qui  correspondent  aux  ra- 
cines imaginaires  et  aux  racines  réelles  non  comprises  entre 
a  et  p.  Si  l'on  fait  successivement,  dans  cette  égalité,  a?  =  «, 
a;  =  p,  on  aura  : 

X„={a-a)(a— 6)...(a-p)Q., 

X^=(p-a)(p-6)...(p-i))Qp, 

X«,  Q«,  Xp,  Qp  désignant  ce  que  deviennent  les  polynômes  X,  0, 
lorsque  Ton  y  substitue  à  a;  la  valeur  a  ou  la  valeur  p.  Par 
hypothèse,  X«  et  X^  sont  de  signes  contraires  :  il  doit  donc  en 
être  de  même  des  seconds  membres.  Or  Q«  et  Q^  sont  de  même 
signe  :  car,  sans  cela,  l'équation  Q  =  0  aurait  une  racine,  au 
moins  (170),  comprise  entre  a  et  p.  Il  faut  donc  que  les  pro- 
duits 

(    (a— a)  (a— 6),..  (a— p), 
l  (p-a)(p-6)...(p-p), 

soient  de  signes  contraires;  et,  comme  tous  les  facteurs  du  pre- 
mier sont  négatifs,  et  tous  ceux  du  second  positifs,  il  faut  évi- 
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dcmment  qne  le  nombre  de  ces  facteurs,  et,  par  suite,  le  nom- 
bre des  racines  a,  b,..,p,  soit  impair. 

On  verrait  absolument  de  la  même  manière  que,  si  deux  nom- 
bres donnent  des  résultats  de  même  signe,  ils  comprennent  un  nombre 
pair  de  racines  (ce  nombre  peut  être  zéro). 

RÉSUMÉ. 

16S.  Forme  générale  d'une  fonction  entière  de  a;. —  166.  Toute  fonction, 
entière  et  rationnelle,  d'une  variable  a?,  varie  d'une  manière  continue. 
—  1 67.  Il  en  est  de  même  de  toute  fonction,  dont  la  dérivée  ne  devient 
pas  infinie.  —  168.  On  peut  toujours  donner  à  x  une  valeur  assez 
grande  pour  que  la  fonction  prenne  le  signe  de  son  premier  terme.  — 
169.  Signe  d'une  fonction,  de  degré  pair,  ou  d'une  fonction,  de  degré 
impair,  lorsque  la  variable  reçoit  de  grandes  valeurs  positives  ou  néga- 
tives. —  170.  Si  deux  nombres,  a  et  6,  substitués  à  œ,  donnent  à  f{œ) 
des  valeurs  de  signes  contraires,  l'équation  f(x)  =  0  admet,  au  moins, 
une  racine  comprise  entre  a  et  6.  —  171.  Même  théorème,  pour  toute 
équation  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  continue  de  x.  — 
172.  Une  équation,  de  degré  impair,  a  toujours  une  racine  réelle,  de 
signe  contraire  à  son  dernier  terme.  —  173.  Une  équation,  de  degré 
pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux  racines,  l'une 
positive,  l'autre  négative.  —  174.  On  admet  que  toute  équation  a  une 
racine  réelle  ou  imaginaire.  —  17ij.  Toute  équation,  de  degré  ?n,  a  pré- 
cisément m  racines  ;  et  son  premier  membre  est  le  produit  de  m  facteurs 
du  premier  degré.  —  176.  Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  peut 
être  nul ,  que  si  l'un  deS  facteurs  est  égal  à  zéro.  — 177.  Deux  équa- 
tions, qui  ont  les  mômes  racines,  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  con- 
stant. —  178.  Deux  polynômes,  de  degré  m,  égaux  pour  (m+  1)  va- 
leurs de  la  variable,  sont  identiques.  —  179.  Définition  des  racines 
égales. —  180.  ^i'{a-\-b^—l)  est  m  fois  racine  d'une  équation,  à 
coefficients  réels,  il  en  sera  de  même  de  (a  —  b  \J — l).  —  181 .  Expres- 
sion ces  coefficients  d'une  équation,  en  fonction  des  racines.  — 
182.  Les  relations  ne  peuvent  pas  conduire,  par  élimination,  à  la  réso- 
lution de  l'équation.  —  185.  Il  ne  faut  pas  affirmer  que,  par  une  autre 
voie,  il  soit  impossible  qu'elles  fournissent  l'expression  des  racines.  — 
184.  Si  deux  nombres,  a  et  p,  substitués  dans /(ce),  donnent  des  résul- 
tats de  signes  contraires,  ils  comprennent  un  nombre  impair  de  racines; 
s'ils  donnent  des  résultats  de  même  signe,  ils  en  comprennent  un  nombre 
pair,  ou  n'en  comprennent  aucunOt 
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EXERCICES. 

I.  Trouver  le  maximum  du  produit  a;(p  — x*),  lorsque  x  varie  de  0  à  p. 
En  conclure  les  conditions,  pour  que  l'équation 

x{p—aP)=q 
admette  deux  racines  positives. 

On  trouve  la  condition  4p^  >  21  q^. 

II.  Chercher  les  conditions,  pour  que  l'équation 

a;™  —  px**  +  q  =0 
admette  deux  racines  positives. 
On  trouve  la  condition 

n^(m  —  n)''~''p''  >  m"'q'"". 

III.  L'équation 

x  —  a      x  —  b      x  —  c      ^'"^  x—l         ' 
admet  m  racines  réelles,  si  a,  b,  ....l  représentent  m  nombres  distincts. 
On  applique  le  théorème  (l!?©). 

IV.  Si  l'équation 

a;*  —  Aa;*-<  +  Bx"^^  —  Ca;*-^  +  Dx"-*—  .... =0. 
a  toutes  les  racines  réelles,  on  a,  nécessairement: 
A2  — 2B>0, 
B»  — 6AC  +  2D>0, 
C^  — 2BD  +  2ÂE-2F>0 


On  le  démontrera,  en  posant  y  =  3?;  et  en  remarquant,  qu'après  avoir  rendu 
réquation  en  y  rationnelle,  les  coefficients  de  celle-ci  doivent  être  alternative- 
ment positifs  et  négatifs. 

V.  Si  ai,  a2,  ....a«,  sont  n  racines  de  l'équation 

HT  -t-  A,a;'»-i  +  A2X'"*2  4. . . . .  +  a,  =  0, 
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les  (m—n)  autres  racines  satisfont  à  réquatio:; 

a;"-"  +  (A,  +  Sa,)  a;"---'  +  (A2  +  A.Ia.  +  Sa.a^)^;»'-»-» 

+  (  A3  +  Aalai  +  AiSa.aj  +  2a,a2a3)  a;«-«-^  -f-  . . . .  =  0  ; 

Sai,  Saittî,  Saïazaa  désignant  la  somme  des  racines,  les  sommes  de  leurs  pro- 
duits deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.,  en  comprenant,  dans  ces  sommes,  les 
produits  où  la  même  racine  figure  plusieurs  fois. 

On  applique  le  théorème  (181). 


CHAPITRE  IL 

TBÉORÈME  DE  DESCARTES.  —  THEOREME  DE  ROLLE. 

g  I.  Théorème  de  Descartes. 

185.  DÉFINITION.  Le  but  de  ce  paragraphe  est  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  célèbre,  qui  permet  d'assigner,  à  la  seule 
inspection  d'une  équation  algébrique,  une  limite  supérieure  du 
nombre  des  racines  positives  qu'elle  peut  avoir. 

La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  un  lemme,  que 
nous  établirons  d'abord. 

Lorsque  deux  termes  consécutifs  d*un  polynôme  sont  de  si- 
gnes contraires,  on  dit  qu'ils  présentent  une  variation  de  signe  : 
lorsqu'ils  ont  le  même  signe,  on  dit  qu'ils  présentent  une  perma- 
nence. 

186.  Lemme.  Si  Von  multiplie  par  (x  —  «)  un  polynôme  ra- 
tionnel et  entier,  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x, 
les  coefficients  du  produit j  considérés  à  partir  du  premier,  présentent 
cm  moins  une  variation  de  signe  de  plus  que  ceux  du  multiplicande. 
On  suppose,  bien  entendu,  dans  l'énoncé  précédent  que  a  dé- 
signe un  nombre  positif. 

Soit  /  (x)  le  multiplicande  considéré.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  son  premier  terme  ait  un  coefficient  positif;  dé- 
composons ce  polynôme  en  groupes  de  termes,  dans  chacun 
desquels  tous  les  coefficients  aient  le  même  signe.  Le  premier 
groupe  se  composera  du  premier  terme  et  de  tous  les  termes 
positifs  qui  le  suivent  sans  interruption  ;  le  second  groupe  com- 
mencera au  premier  terme  négafif,  et  comprendra  tous  les 
termes  négatifs  compris  entre  celui-là  et  le  premier  des  termes 
positifs  qui  viennent  après;  ce  terme  sera  le  premier  du  troi- 
sième groupe,  et  ainsi  de  suite  :  il  est  bien  entendu  que  chaque 
groupe  peut  ne  contenir  qu'un  seul  terme.  Écrivons  le  premier 
terme  de  chaque  groupe  : 

[1]  Aa,'"-t-+...— Pa;" ...+ Qoj'-f-... 

—  Ra;'' ...dzLVdz  ...ihV, 
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les  termes,  que  l'on  n'écrit  pas,  étant  tous  de  même  signe  que 
le  premier  terme  écrit  à  leur  gauche,  et  qui  commence  le 
groupe  auquel  ils  appartiennent.  Il  est  bon  de  remarquer,  que 
tous  les  termes  écrits  servent  de  commencement  à  un  groupe, 
à  l'exception  du  termezh  V,  qui  termine,  au  contraire,  le  groupe 
auquel  il  appartient. 

Multiplions,  actuellement,  le  polynôme  ainsi  écrit  par  le  mul- 
tiplicateur {x — a);  et  attachons-nous  seulement  à  former,  dans 
le  produit,  les  termes  en  a;"*+%  x^^'^,  a?'''^*,  a;'"*"*,  ...a?"+*,  et,  en 
outre,  le  dernier  terme  dz  Va. 

On  verra  tout  de  suite  : 

Que  le  coefficient  du  terme  en  a;'"+*  est  positif; 

Que  le  coefficient  du  terme  en  a?*'**  est  négatif; 
Que  le  coefficient  du  terme  en  a?^-^*  est  positif; 

Que  le  coefficient  du  terme  a;**+*  a  le  signe  db,  c'est-à-dire  le 
même  signe  que  celui  du  terme  en  a?"  dans  le  multipli- 
cande. 

Le  terme  ena?'"+*,  dans  le  produit,  provient,  en  effet,  du  produit 
de  Aa?"*  par  x. 

Le  terme  en  a;P+*  provient  du  produit  —  Pa?^-^^  de  —  Vx"^  par  x, 
et  du  produit,  par  —  a,  du  terme  qui  précède  immédiatement 
—  Pa?P;  or,  ce  terme  ayant,  d'après  nos  conventions,  un  coeffi- 
cient positif,  son  produit  par  —  a  aura  un  coefficient  négatif,  qui, 
ajouté  à  —  P,  coefficient  de  —  Paj^+S  donnera  nécessairement 
une  somme  négative.  Le  terme  en  a;^+*  provient  du  produit 
-|-  Qa;^+*  de  -)-  Qx"^  par  a?,  et  du  produit,  par  —  a,  du  terme  qui 
précède  immédiatement  Qj?'' ;  or,  ce  terme  ayant,  d'après  nos 
conventions,  un  coefficient  négatif,  son  produit  par —  a  aura  un 
coefficient  posifif,  qui,  réuni  à  -f-  Q,  coefficient  de-|-Qa7«+',  don- 
nera nécessairemant  une  somme  posifive. 

La  démonstration  est  la  même  pour  les  termes  suivants. 

Ajoutons  que  le  dernier  terme  du  produit,  provenant,  sans 
réduction,  du  produit  de  ±:  V  par  —  a,  aura  nécessairement  le 
signe  =p,  en  sorte  que  le  produit  peut  s'écrire  : 

[2]  Kx"^"-'  ..  — PV+^..-t-QV+*...  — RV+^..i2zU'a;"+»  ...qzVa; 
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P',  Q',  R',  U',  .  .  .  désignant  des  nombres  positifs,  et  les  termes 
non  écrits  ayant  un  signe  incertain. 

Or,  à  l'inspection  de  ce  produit  [2],  on  voit  qu'il  a  au  moins 
une  variation  de  plus  que  le  multiplicande  [1],  En  effet  :  de 
Aa;'"+*  à  —  PV+S  nous  avons  au  moins  une  variation  ;  et  il  n*y 
en  a  qu'une  dans  la  partie  correspondante  du  multiplicande. 
De  —  PV+^  à  +  Q'rC'^S  nous  avons  au  moins  une  variation  ;  et 
il  n'y  en  a  qu'une  dans  la  partie  correspondante  du  multipli- 
cande. Nous  continuerons  le  même  raisonnement  jusqu'au  terme 
-f-U'a;"+i;  et  nous  verrons  qu'il  y  a,  jusqu'à  ce  terme,  autant  de 
variations  de  signe,  au  moins,  dans  le  produit,  qu'il  y  en  a  en 
tout  dans  le  multiplicande.  Mais,  après  le  ternie  dz  UV+^,  le 
produit  présente  encore,  au  moins,  une  variation,  puisque  ce 
terme  n'a  pas  le  même  signe  que  le  dernier  terme  =p  Va;  et, 
par  conséquent,  il  y  a  dans  le  produit,  au  moins,  une  variation 
de  plus  que  dans  le  multiplicande.  C'est  précisément  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

187.  Remarque.  Si  le  premier  groupe  du  produit  [2],  de 
Xx"*+^  à  —  PV"*"S  offre  plus  d'une  variation,  il  en  présente  un 
nombre  impair,  puisque  ses  termes  extrêmes  n'ont  pas  le  même 
signe.  Donc  le  nombre  des  variations  introduites,  par  la  multi- 
plication, dans  cette  partie  du  produit,  est  pair.  Il  en  est  de  môme 
du  nombre  des  variations  introduites  dans  chaque  groupe,  jus- 
qu'au dernier  exclusivement.  Mais  ce  dernier  groupe,  qui  ne 
présentait  aucune  variation  dans  le  multiplicande,  en  présente 
dans  le  produit  un  nombre  impair.  Donc,  le  nombre  total  des 
variations  iiitroduiîes  est  impair, 

188.  Limite  supérieure  du  nombre  des  racines  positives 
d'une  équation.  Supposons  actuellement  que  l'on  considère 
une  équation  algébrique 

?W  =  0;_ 

et  soit  f{x)  le  produit  des  facteurs  simples,  qui  répondent  aux 
racines  négatives  ou  imaginaires  de  cette  équation;  de  telle 
sorte  qu'en  nommant  a,  p,  y,  • .  •  les  racines  positives,  on  ait  : 
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D'après  le  lemme  précédent,  le  produit  f{x)  {x — a)  admet  au  moins 
une  variation  de  plus  que  ({x)  :  le  produit  f{x)  {x  —  a)  {x  —  p) 
en  admet  une,  au  moins,  de  plus  que  le  précédent,  et,  par 
suite ,  deux  de  plus  que  f{x)  :  f{x)  {x  —  a)  {x  —  p)  {x  —  y)  en 
admet  au  moins  trois  de  plus,  et  ainsi  de  suite  ;  et,  par  consé- 
quent, lors  même  que  f{x)  aurait  tous  ses  termes  de  même  signe, 
le  produit  ?  (x)  a  autant  de  variations,  au  moins,  qu'il  y  a  de 
racines  a,  p,  y,.... 

Si  toutes  les  racines  de  ç  (a?)  =  0  étaient  positives,  on  suppo- 
serait f(x)  =  1  ;  et  la  conclusion  n'en  subsisterait  pas  moins. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Une  équation  algébrique, 

?W  =  o,  . 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x, 
ne  peut  pas  avoir  plus  de  racines  positives  qu'il  n'y  a  de  variations 
de  signes  dans  les  coefficients  de  cp  (x). 

C'est  là  le  théorème  connu  sous  le  nom  de  règle  des  signes  de 
Descartes. 

189.  Limite  supérieure  du  nombre  des  racines  négatives. 
Soit 

[1]     .  ?(a?)  =  0, 

une  équation  algébrique.  Si  — a  désigne  une  racine  négative  de 
cette  équation,  on  a  : 

?(-a)  =  o; 

et,  par  suite,  a?  =  +  a  est  racine  de  l'équation 

[2]  ^(__a;)-:0, 

obtenue  en  changeant,  dans  la  proposée,  a?  en  —  x.  Cette  équa- 
tion [2]  admet  donc,  pour  racines  positives,  les  racines  néga- 
tives de  l'équation  [1];  et,  par  suite,  en  lui  appliquant  le  théo- 
rème de  Descartes,  on  aura  une  limite  supérieure  du  nombre 
de  ces  racines  négatives.  Une  équation  ne  peut  donc  avoir  plus  de 
racines  négatives  qu'il  n'y  a  de  variations  dans  le  premier  membre 
de  sa  transformée  en  —  x. 
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190.  Remarque.  Le  théorème  de  Descartes  fournit  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  racines  positives  ou  négatives,  que 
peut  avoir  une  équation.  Mais  il  arrive  souvent  que  cette  limite 
n'est  pas  atteinte,  et  que  le  nombre  des  racines  positives,  par 
exemple,  est  moindre  que  le  nombre  des  variations  du  premier 
membre. 

On  peut  démontrer  seulement  que,  si  ces  deux  nombres  son 
différents j  leur  différence  est  toujours  un  nombre  pair. 

En  d'autres  termes,  si  une  équation  a  un  nombre  pair  de  varia- 
tions, elle  a  aussi  un  nombre  pair  de  racines  positives;  et,  si  elle  a 
un  nombre  impair  de  variations ,  elle  a  un  nombre  impair  de  ra- 
cines positives. 

Remarquons,  pour  le  prouver,  qu'une  équation,  qui  a  un 
nombre  pair  de  variations,  a  évidemment  son  dernier  terme 
positif;  par  suite,  en  faisant  a;  =  0  et  a;  =  00,  on  aura  des  ré- 
sultats de  même  signe;  le  nombre  des  racines  positives  est  donc 
(184)  pair.  Si  le  nombre  des  variations  est  impair,  le  dernier 
terme  est  négatif;  x  =  0,  substilué  dans  le  premier  membre, 
donne  donc  un  résultat  négatif;  x  =  ^  donne  toujours  (168) 
un  résultat  positif;  et,  par  suite  (184),  entre  0  et  00,  il  y  a  un 
nombre  impair  de  racines  positives. 

191.  Limite  inférieure  du  nombre  des  racines  imaginaires. 
Il  arrive  souvent  que  l'applicalion  de  la  règle  de  Descartes  rend 
certaine  l'existence  de  racines  imaginaires.  Si,  en  effet,  le 
nombre  possible  de  racines  positives,  ajouté  au  nombre  pos- 
sible de  racines  négatives,  forme  une  somme  moindre  que  le 
degré  de  l'équation,  il  faut  bien  qu'il  y  ait  des  racines  imagi- 
naires. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

x^  +  bx^  +  2x—l=0; 

son  premier  membre  n'a  qu'une  variation  ;  elle  ne  peut  donc 
avoir  qu*une  seule  racine  positive. 
Si  on  change  xen  —  Xj  la  transformée  est  ; 

x^  —  5a;^  —  2a;  —  1  =  0, 
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qui  n'a  aussi  qu'une  variation,  et  qui  ne  peut  avoir,  par  suite, 
qu'une  racine  positive.  La  proposée  ne  peut  donc  avoir  (|ue 
deux  racines  réelles  ;  et  elle  a,  par  conséquent,  au  moins,  six 
racines  imaginaires. 

On  peut  remarquer  que  les  deux  racines,  que  la  règle  de 
Descartes  indique  comme  possibles,  existent  certainement  dans 
ce  cas  ;  l'excès  du  nombre  des  variations  sur  le  nombre  des  ra- 
cines positives  étant,  en  effet,  pair  (190),  il  faut  bien  qu'il  soit  0, 
dans  le  cas  où  il  n*y  a  qu'une  seule  variation. 

S  II.  Théorème  de  Rolle. 

192.  Théorème.  Deux  racines  réelles  consécutives  a  ef  b,  cVum 
équation  (p  (x)  =  0,  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  la 
dérivée  cp'  (x)  =  0. 

En  effet,  si  l'on  fait  varier  x  depuis  a  jusqu'à  fe,  <^{x)  part  de 
zéro  pour  revenir  à  zéro  ;  cette  fonction,  qui  est  continue,  va 
donc  d'abord  en  augmentant,  pour  diminuer  ensuite;  ou  bien, 
elle  commence  par  diminuer,  pour  aller  ensuite  en  augmen- 
tant. Dans  les  deux  cas,  la  dérivée  change  de  signe;  et  comme 
elle  est  continue,  elle  passe  par  zéro,  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  h.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Gomme  la  fonction  peut  subir,  entre  a  et  h,  plusieurs  alterna- 
tives d'accroissement  et  de  diminution,  la  dérivée  peut  s'annuler 
plusieurs  fois  dans  l'intervalle.  //  peut  donc  y  avoir  plusieurs  ra- 
cines de  la  dérivée  comprises  entre  deux  racines  consécutives  de  la 
proposée. 

Ce  théorème  est  vrai  pour  toute  équation  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  continue  de  a?,  quand  sa  dérivée  elle- 
même  est  continue. 

195.  Corollaire.  Il  résulte  de  là  que  deux  racines  consécu- 
tives de  la  dérivée  peuvent  ne  comprendre  aucune  racine  de  la  pro- 
posée^ mais  quelles  n'en  comprennent  jamais  plus  d'une.  On  voit, 
en  effet,  d'une  part,  que,  si  deux  racines  consécutives  a,  b  de 
la  proposée  comprennent  plusieurs  racines  a',  b',  ...  de  la  déri- 
vée, ces  racines  a',  b'  de  la  dérivée  ne  comprennent  pas  de  ra- 
cine de  la  proposée  :  et  l'on  voit,  d'autre  part,  que  si  deux  ra- 
cines consécutives  a',  b'  de  la  dérivée  comprenaient  plusieurs 
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racines  a,  è,...  de  la  proposée,  ces  racines  a,  b  de  la  proposée 
ne  comprendraient  pas  de  racines  de  la  dérivée  :  ce  qui  n'est 
pas  possible. 

194.  Nombre  des  racines  réelles  d'une  équation.  On  con- 
clut de  ce  qui  précède,  que,  si  Von  sait  trouver  les  racines  de  la 
dérivée,  on  pourra  compter  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  pro- 
posée. Soient,  en  eflet,  a',  b',  c',...  l\  les  racines  réelles  de  la 
dérivée,  rangées  par  ordre  de  grandeur  :  substituons  successi- 
vement à  0?,  dans  le  premier  membre  de  la  proposée,  les 
nombres 

—  00,  a',  b\  c',....  r,  +  00  . 

Si  deux  substitutions  consécutives  donnent  des  résultats  de 
signes  contraires,  il  y  a,  dans  l'intervalle  correspondant,  une 
racine  au  moins  de  la  proposée  (170)  et  une  seule  (195). 
Si  les  résultats  sont  de  même  signe,  il  n'existe  dans  l'intervalle 
aucune  racine  de  la  proposée;  car  il  ne  saurait  s'en  trouver 
plus  d'une  (195).  Ainsi  chaque  changement  de  signe,  dans  les 
substitutions  successives,  prouvera  Texistence  d'une  racine 
réelle  de  la  proposée. 

Si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  dé- 
rivée, (n+ 1)  sera  le  nombre  des  intervalles;  et  par  suite  (n+ 1) 
sera  la  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  réelles  de  la 
proposée. 

On  voit  encore  que,  si  une  équation  a  toutes  ses  racines 
réelles,  sa  dérivée  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles;  car  les 
m  racines  réelles  de  la  proposée  fournissent  (m —  1)  intervalles, 
dans  chacun  desquels  doit  se  trouver,  au  moins,  une  racine  de 
la  dérivée  (qui  n'a  que  m—  1  racines.)  La  réciproque  n'est  pas 
vraie. 

19o.  Application  a  l'équation  du  troisième  degré.  Si  Ton 
considère,  en  particulier,  l'équation  du  troisième  degré,  sous 
la  forme  simple 

x^-^px-\-q=0, 

on  remarque  que,  pour  qu'elle  ait  ses  trois  racines  réelles,  il 
faut  d'abord  que  sa  dérivée,  3  a;'  -{-  p  =  0,  ait  ses  deux  racines 
réelles;  car  si  celles-ci  étaient  imaginaires,  la  proposée  ne  pour- 
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rait  avoir  (194)  plus  d'une  racine  réelle.  Il  faut  donc  que  p  soil 
négatif;  et  alors  les  racines  de  la  dérivée  sont  : 


=v= 


Il  faut,  en  outre,  qu'en  substituant  successivement  à  a;,  dans  le 
premier  membre  de  la  proposée, 

-.  -\/~f'  +\/~l'  +-' 

chaque  substitution  amène  un  changement  de  signe  (19>i).  Or, 
la  substitution  de  —  <»  rend  l'expression  négative,  et  celle  de 
+  00  la  rend  positive;  il  faut  donc,  et  cela  suffit,  que  l'on  ob- 
tienne le  signe  +  en  substituant  la  plus  petite  racine  de  la  dé- 
rivée, et  le  signe  —  en  substituant  la  plus  grande.  Or,  le  pre- 
mier membre  x^  -\-  px  -{-  q  peut  se  mettre  sous  la  forme 
xix^-^-p)  -{-  q.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sont 
donc  fournies  par  les  inégalités  : 

Distinguons  deux  cas  :  P  Si  g  est  positif,  comme  p  est  négatif, 
la  première  inégalité  est  nécessairement  vérifiée;  quant  à  la 
seconde,  on  peut  l'écrire  : 


,<-\ 


P./    P, 

rv""3' 


et,  comme  les  deux  membres  sont  positifs,  on  peut  les  élever 
au  carré  (1,205);  et  l'on  a  : 
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2"  Si  q  est  négatif,  la  seconde  inégalité  est  nécessairement 
vérifiée.  Quant  à  la  première,  on  peut  l'écrire  : 

ou,  en  élevant  au  carré  les  deux  membres  qui  sont  positifs, 
ou  encore     (|y+(|y<o.  [1] 


27  ^^  ' 


Telle  est  donc  [1]  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour 
que  l'équation  du  troisième  degré  ait  ses  trois  racines  réelles. 
(Celte  condition,  on  le  voit  aisément,  comprend  la  première 
^<0.) 

RÉSUMÉ. 

18^.  Définition  des  variations  et  des  permanences.  —  186.  Si  l'on  multi- 
plie un  polynôme  entier  en  x  par  {x  —  a),  a  étant  positif,  le  produit  a, 
au  moins,  une  variation  de  plus  que  le  multiplicande.  — 187.  Le  nom- 
bre des  variations  introduites  est  impair.  —  188.  Le  nombre  des  ra- 
cines positives  d'une  équation  ne  peut  surpasser  le  nombre  des  varia- 
tions de  son  premier  membre.  —  189.  Limite  supérieure  du  nombre 
des  racines  négatives.  — 190.  L'excès  du  nombre  des  variations  sur  le 
nombre  des  racines  positives  est  un  nombre  pair.  —  191.  Limite  infé- 
rieure du  nombre  des  racines  imaginaires.  — 192.  Deux  racines  réelles 
consécutives  d'une  équation  comprennent,  au  moins,  une  racine  réelle 
de  la  dérivée.  —  193.  Deux  racines  réelles  consécutives  de  la  dérivée 
peuvent  ne  comprendre  aucune  racine  de  la  proposée;  elles  n'en  com- 
prennent jamais  plus  d'une.  — 194.  Lorsqu'on  sait  trouver  les  racines 
de  la  dérivée,  on  peut  compter  les  racines  réelles  de  la  proposée.  Pour 
qu'une  équation  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il  faut  que  sa  dérivée  ait 
toutes  ses  racines  réelles;  mais  cela  n'est  pas  suffisant. —  19o.  Con- 
dition pour  que  l'équation  du  troisième  degré  ait  ses  trois  racines 
réelles. 

EXERCICES. 

L  Lorsqu'une  équation  algébrique,  de  degré  m,  à  coefficients  réels,  est  com- 
plète, c'est-à-dire,  lorsque  son  premier  membre  contient  toutes  les  puissances 
de  X,  depuis  la  puissance  m  jusqu'à  la  puissance  zéro,  si  toutes  ses  racines  sont 
réelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre  des  variations,  et  le 
nombre  des  racines  négatives  est  égal  au  nombre  des  permanences. 

Alg.  sp.  B.  12 
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II.  Si  une  équation  incomplète,  de  degré  m,  contient  n  termes,  le  nombre 
des  racines  réelles  ne  peut  surpasser  (2n  — 2),  si  m  est  pair,  et  (2n  — 3),  si  m 
est  impair. 

On  applique  les  théorèmes  (188  et  189),  pour  ces  deux  exercices, 

III.  Si,  dans  une  équation  incomplète,  il  manque  un  nombre  pair  de  termes 
entre  deux  termes  de  même  signe  ou  de  signes  contraires,  l'équation  a,  au  moins, 
autant  de  racines  imaginaires  qu'il  y  a  de  termes  manquants. 

IV.  Si,  dans  une  équation  incomplète,  il  manque  un  nombre  impair  de  termes 
entre  deux  termes  de  même  signe,  il  y  a,  au  moins,  autant  de  racines  imagi- 
naires qu'il  y  a  de  termes  manquants  plus  un.  El  si  les  deux  termes,  qui  com- 
prennent la  lacune,  sont  de  signes  contraires,  il  y  a,  au  moins,  autant  de  racines 
imaginaires  qu'il  y  a  de  termes  manquants,  moins  un. 

V.  Lorsqu'une  équation  incomplète  a  toutes  ses  racines  réelles,  il  ne  peut 
manquer  de  terme  entre  deux  termes  de  même  signe  ;  et  il  n'en  peut  manquer 
plus  d'un  entre  deux  termes  de  signes  contraires. 

VI.  Lorsqu'une  équation  incomplète  a  toutes  ses  racines  réelles,  le  nombre 
des  racines  positives  est  égal  au  nombre  des  va'riations;  et  le  nombre  des  racines 
négatives  est  égal  au  nombre  des  permanences,  augmenté  du  nombre  des 
lacunes. 

On  applique,  pour  les  exercices  III,  IV,  V,  VI,  les  théorèmes  (188), 
189  et  101). 

VIL  Deux  racines  consécutives  d'une  équation  comprennent  toujours  un  nom- 
bre impair  de  racines  de  la  dérivée,  pourvu  que  l'on  compte  pour  deux  chaque 
racine  double  que  peut  avoir  la  dérivée,  pour  trois  chaque  racine  triple,  etc. 

On  étudie  les  variations  du  premier  membre  de  l'équation  (193). 

VIIL  Si  ron  a  une  équation 

a;"  +  Aia;"»-*  +  Aj^j^-^  +  ....+  k„.iX  +  A„.  =  0 , 

et  que  l'on  multiplie  respectivement  ses  termes  par  a,  a-\-h,  a-f2b,.... 
«+  {fn — 1)&,  a  +  mb  (a  et  b  étantdes  nombres  positifs),  on  forme  une  équation 
nouvelle,  qui  a  une  racine  comprise  entre  deux  racines  consécutives  de  la  pro- 
posée, excepté  entre  la  plus  petite  racine  positive  et  la  racine  négative  qui  la 
précède. 

On  applique  le  théorème  précédent  (VII) . 

IX.  Si  dans  une  équation  f{x)  =  0,  on  change  x  en  —x,  le  nombre  des  varia- 
tions, tant  de  la  proposée  que  de  la  transformée,  ne  peut  être  supérieur  au  degré 
de  l'équation  :  et,  quand  il  lui  est  inférieur,  la  différence  est  un  nombre  pair. 

On  examine  comment  la  suppression  de  certains  termes,  dans  l'équation,  in- 
flue sur  le  nombre  des  variations.     ■ 
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X.  Si  une  équation,  de  degré  m,  présente  v  variations,  elle  a,  au  plus,  (m  —  r) 
racines  négatives. 

Corollaire  du  théorème  IX. 

XI.  S'il  arrive,  qu'en  âiultipliânt  lé  premier  membre  d*une  équation  par 
(a?— a),  on  introduise  (îr  +  l)  variations,  l'équation  proposée  a,  au  moins, 
2v  racines  imaginaires. 

Application  des  théorèmes  X  et  191. 


CHAPITRE  III. 

TnÉORlË  DES  RACINES  EGALES. 

§  I.  Facteurs  communs  à  deux  polynômes. 

190.  DÉFINITION  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE. 

Nous  avons  vu  (I7i>),  qu'une  fonction  entiôrc  do  lavanal)lea; 
peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs  du  premier  degré,  de 
la  forme  (a;  — a),  a  désignant  un  nombre  réel  ou  une  cx[)resiiion 
imnginaire  indépendante  de  x.  La  décomposition  ne  peut  se 
faire  que  d'une  seule  manière;  et  chaque  polynôme  admet  seu- 
lement un  nombre  de  fadeurs  égal  à  son  degré.  En  général, 
deux  ])olynomes  différents  admettront  des  fadeurs  inégaux;  et 
ce  sera  seulement  dans  des  cas  particuliers,  qu'ils  en  auront  un 
ou  ])lusieurs  de  comnmns.  H  est  inqjortant,  dans  plusieurs  rc- 
ch(îrchcs  d'algèbre,  de  savoir  décider,  si  deux  polynômes  donnés 
se  trouvent  précisément  dans  un  de  ces  cas,  et  quel  est  alors  le 
produit  des  fadeurs  communs,  que  l'on  nomme  'plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  polynômes. 

197.  Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
POLYNOMES.  Soient  cp  {x)  et  cpi  (x)  les  deux  polynômes,  ordonnés 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  x.  Supposons  cp  (x)  de 
degré  supérieur  à  cp,(a;),  et  divisons  le  premier  de  ces  polynômes 
par  le  second.  Soient  Q  le  quotient  et  cpal^)  le  reste;  on  aura: 

çp(a?)  =  Q(pi(a;)  +  cp2(a.-); 

et  cette  égalité  prouve,  que  le  produit  des  facteurs  communs  à 
cp(.'r)  et  à  cpi(a;)  est  le  môme  que  celui  des  facteurs  communs  à 
<pi(a;)  et  à  cp2(a;).  < 

Soit,  en  effet,  (a?  — a)  un  f;ideur  commun  à  (f{x)  et  à  <pi(ip),  qui 
figure  p  fois  dans  chacun  de  ces  deux  polynômes  ;  <f(x)  et  ^^{x) 
étant  divisibles  par  (.c  — a)p,  la  somme  cp(a;)  et  l'une  des  [)arlies 
Ocfi(a;)  admettent  évidennnent  ce  diviseur;  il  en  est,  par  suite, 
de  même  de  l'autre  partie  de  la  somme,  c'est-à-dire  de  (^^ix). 

On  verra  du  mémo,  que,  si  <pi(.c)  et  cpi(a7)  admettent  p  fois  un 
facteur  (a;  — a),  il  en  sera  de  môme  de  ^{x). 
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Il  est  bien  entendu  que,  dans  ce  qui  précède,  on  peut  avoir 

p=U 

D'après  cela,  les  facteurs  communs  à  ^(x)  et  à  <fi{x)  sont  les 
mômes  que  les  facteurs  communs  à  ^i{x)  et  à  ^^{x)  ;  ils  doivent 
ôlrc  pris,  dans  les  deux  cas,  avec  les  mômes  exposants;  et,  par 
suite,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ©(rr)  et  de  <fi{x)  est  le 
môme  que  celui  de  (fi{x)  et  de  (fi{x). 

On  ramènera,  de  la  môme  manière,  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  91(0;)  et  de  ^2(0;)  à  celle  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  92W  et  le  reste  (^^(x)  de  la  divi- 
sion de  cpi  par  cps-  On  continuera  ainsi  à  substituer  aux  poly- 
nômes proposés  d'autres  polynômes,  dont  le  degré  ira  sans  cesse 
en  diminuant;  et  lorsqu'on  parviendra  à  une  division  qui  se  fera 
exactement,  le  diviseur  de  cette  dernière  opération  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherché. 

Si  l'on  parvient  à  un  reste  numérique,  avant  d'avoir  rencontré 
une  division  qui  réussisse,  les  polynômes  proposés  n'ont  aucun 
facteur  commun,  et  il  n'y  a  pas  de  plus  grand  commun  di- 
viseur. 

198.  Remarque.  En  cherchant  le  produit  des  facteurs  com- 
muns à  deux  polynômes,  on  ne  se  préoccupe  aucunement  des 
facteurs  numériques.  On  peut  donc  multiplier  l'un  des  polynô- 
mes donnés,  ou  l'un  quelconque  des  restes  obtenus  dans  l'opé- 
ration par  un  facteur  numérique  quelconque.  On  profite 
souvent  de  celte  remarque,  pour  éviter  l'introduction  des  dé- 
nominateurs numériques.  Il  suffit,  pour  cela,  de  niultiplicr  les 
dividendes  successifs  par  le  coefficient  du  premier  ternie  du 
diviseur;  et  l'on  doit  prendre  celte  précaution,  non-seulement 
pour  les  fonctions  successives  <p,  çj,  92,  ^s,.--?  qui  servent  suc- 
cessivement de  diviseurs,  mais  aussi  pour  les  dividendes  partiels, 
qui  se  présentent  dans  le  cours  de  chaque  division. 

Supposons,  par  exemple,  qu'en  divisant  ^{x)  par  <pi(ir),  on  ait 
trouvé  au  quotient  un  certain  nombre  de  termes,  dont  nous  re- 
présenterons l'ensemble  par  Q,. 

Soit  |(a;)  ce  qui  reste  du  dividende,  lorsqu'on  en  a  retranché 
le  produit  de  Qi  par  le  diviseur  ;  on  a  : 

9W  =  0i?iW  +  'K^) 
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et  l'on  prpqyera,  comme  au  n°  i97,  que  les  facteurs  communs 
à  (p(rr)  et  à  <ù^{x)  sont  les  mêmes  que  les  facteurs  communs  h  +(a?) 
et  à  9i(ip),  et,  par  suite  aussi,  que  les  facteurs  communs  à  li>\{x)  et 
h  <$))(a?),  h  étant  une  constante  quelconque.  Il  est  donc  permis  de 
continuer  l'opération,  après  avoir  multiplié  le  dividende  partiel 
^x)  par  un  facteur  numérique  &. 

On  peut  aussi  diviser  l'un  des  polynômes  ou  l'un  des  restes, 
par  un  diviseur  pumérique  qui  serait  commun. 

199,  Exemple  I.  Soit  à  chercher  le  produit  des  facteurs  com- 
muns aux  deux  polynômes: 

p7__3^6_(_^8_4^2_[_  123?  — 4, 

(2a;*— eir'  +  Sa;^  — Sic+l. 
Voici  le  tableau  des  opérations  : 

ç(a;)=  a;'  — 3a;e+    «*  — 4a;2-f  12  a;— 4, 
(p,(a;)=:2a;*  — 6a;3  +  3ir2  — 3  a;  4.1. 

Première  opération  partielle. 
Prod'  du  div^«  par  2.. 

Prod'  du  reste  par  2... 


2a;'- 
2a;'- 

-6a;6+2a;5— 8a;2+24a;- 
-6a;fi4-3x5— 3a;^+    x^ 

-8       1  1x'- 

-6a;3+3a;2- 

x^—x 
-  8 

-3x4-1 

—   X^-\-'iX^-   X'- 

-  W+lkx- 

— 2a;^+6a;<— 2a;^— 1  iSx^+k^x- 

-16 

x^- 

-I9x^+49a;- 

-16 

Deuxième  opération  partielle. 
2.i;<—  6x3+    3a;:_      3^.+!        1  a;^— 19x2+49x— 16 


2.r'— 38x3+  98x^—    32x  2x+32 

32x3-  95x2+-  2yx+i 

32x3— 608x^  ^  2  568x— 51 2 
Ô13x^— if)39x+513 


QiJûtjent  du  reste  par  513„.    w^^      .3a?+l 


Troisième  opération  pçirtiellfif 
a;3,^19.r2+49a;_i6  1  x'-3.r+i 


3x2+       ^  ip-r-K) 


— IGxH^Sa^— 16 
— 16x2+48x— 16 
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Ainsi  donc,  le  produit  des  facteurs  communs  est  (x^  —  dx+l); 
et  l'on  a  ; 

cp(a?)  =  (ic*— 3a;+l)(  x'  —  k), 

<p,(a?)  =  (x^^Sx  +  1)  (2a;'+  1). 

On  remarquera  que,  dans  les  opérations  précédentes,  le  poly- 
nôme o{x)  et  le  premier  reste  de  la  première  division  ont  été 
multipliés  par  2,  et  que  le  reste  de  la  seconde  division  a  été  di- 
visé par  513.  Cette  introduction  et  cette  suppression  de  facteurs 
numériques  sont  permises,  comme  on  l'a  remarqué  plus  haut, 
quoiqu'elles  changent  les  quotients  successivement  obtenus. 
Ainsi,  par  exemple,  en  divisant  (f{x)  par  <fi{x),  sans  faire  usage 

/  X         x\ 

de  ces  simplifucations,  on  trouverait  pour  quotient  (--  ^  -),  au 

lieu  de  (x^  —  x)  que  nous  avons  obtenu;  mais,  les  quotients  n'é- 
tant d'aucun  usage,  cela  n'a  pas  d'inconvénients. 

Exemple  II.  Considérons,  pour  second  exemple,  les  deux  po- 
lynômes : 

(  (^(x)  =  a;«  —  49aî*  +  eix^ +\0x*  —  2bx  —  4, 
(cpi(a?)  =  2^5  —  1807*  +  39a;3  —  25a;2 -f  a;  + 1 . 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

2a;6  —  98x*+134a:3+  20a;2-50^p—  8  |  2x^—18x*+39x^—1bx^+x-\-l 

2x6— 18x'>+  39j;^_  25a;^+      x^-\-    x  x+9 

18x^— 137a;'  +  159a;3+  19j;2— 5U—  8 

18x=— 1620:^+351x3— 225x2+  9x+  9 


25x*— ]  92x3+  24  4a;2-  60x— 1 7 


bQv^—  450x<+     976x3-     625x?+    25x+     25  1  25x<— 192x3+244x»— 60x— 17 
50.r^—  384x^+     488x3—     loQ.r^—    34.r  2x  — 66 

—     66.r^+     487x3—     605x2+     59x+     25 


— 1650x«+12l75x3— 12625x2+1476x+  625 
— 16o0xH12672x3-161Q4x''+396Qx+1122 

—  497x3+  3479^2_24S5a;_  497 

—  x3+         7x2—      52.__      i 

25x*— 192x3+244x-— 60x— 17  1  x3— 7a;2+5a;+t 


25x^— 175x3+1-25x2— 25x  25x-17 

—  17x3+ll9x— 85x— 17 

—  17x3+119x2— 85x— 17 
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Le  produit  des  facteurs  communs  est  donc  {x^  —  Va;^  +  5a?  + 1)  ; 
et,  en  divisant  par  ce  produit  les  deux  polynômes  f{x)  et  (Di{x), 
on  aura  : 

<f(x)  =(x^~7x^-\-kx+l)  {x^-\-7x'^—bx  —  k)j 

(p,(rr)  =  {x^~^7x'+  bx+l)  {2x^  —  kx+  1). 

Nous  remarquerons,  comme  plus  haut,  que  diverses  simpli- 
fications ont  été  apportées  aux  divisions  précédentes.  Dans  la 
première  on  a  multiplié  le  dividende  par  2.  Dans  la  seconde, 
le  dividende  a  été  multiplié  par  25,  ainsi  que  le  premier  divi- 
dende partiel  ;  le  reste  a  été  divisé  par  497. 

Exemple  III.  Nous  chercherons  encore  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  deux  polynômes  : 

{^{x)  =  x'—  Ix^  +  15a;*  —  40a;'  +  48  a;  ^  16, 
(cpi(a;)  —  Qx^—^bx''  +  60a;'—  80a; +  48. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

6^6— 42^"^+  90a;*-240a;2-f-  288rc-  96    |  6a;^— 35a;^+60a;^  -  8Qa;+48 
Ga;'''— 35a;^+  60.x^—  80a;^+    48a;  x  —  l  " 

—  "tx^^  SU-T»— 106x2+  240a;—  96 


— 42a;-''+  180a;^— 760a;^+1440a;— 576 
— 42x''+245a;^— 420a;-^4-  560a;— 336 
— 65a:^+420a;3-960a;^+  880a;— 240 
— 13a;3+  84a;5-192a;2+  176a;—  48 


78a;''— 455a;'' +  780a;3-  1040a;  +     624     1   13x^— 84a;S+192a;^— 176a;+48 
78.r^— 504.T''+1152a;3—  10o6a;^+     288a;  6a;+59 

+  49.r^—  372a;-+  1056a;-^—  1328a;4-  624 


637a;^— 4836a;''+13728a;2-17264a;+8112 

637a;^— 41]6a:^+  9408a;^—  8624.t+.23o2 

—  720a;3-f-  43-20a;2—  8640a;-f  5760 


—        x^=        6a;^—      12a;+  ■    8 

13a;«— 84a;3-f  192a;2— l76a;+48  1  a;^— Gx24-12a;— 8 


13.r3— 78a;'^+156a;'— lQ4a;  13x-6 

—  6a;:'+  36a;2—  72a;-f-48 


—  6a;^+  36x'—  72a;+48 

Donc  le  facteur  commun  est  a;'—  6a;'^  +  12a; 
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Dans  ces  divisions,  on  a  introduit  et  supprimé,  comme  dans 
les  précédentes,  des  facteurs  numériques,  que  le  lecteur,  suffi- 
samment averti,  apercevra  sans  peine. 

§  II.  Racines  communes  à  deux  équations. 

200.  Moyen  d'obtenir  les  racines  communes  a  deux  équations. 
La  théorie  qui  précède  permet  de  ramener  la  recherche  des 
racines  communes  à  deux  équations,  à  la  résolution  d'une  équa- 
tion qui  ne  contient  plus  qu'elles  seules,  et  qui  est,  par  consé- 
quent, de  degré  moindre  que  les  proposées.  Il  est  clair,  en  effet, 
que  le  produit  des  facteurs  communs  à  deux  polynômes,  étant  égalé 
à  zéro,  donnera  précisém>ent  les  racines  qui  les  annulent  l'un  et 
Vautre. 

Soient,  par  exemple,  les  équations  : 

x^  —  k9x'  +  61x^+  10a;2  —  25a;  —  4  =  0, 

2x^  —  18a;*+  39a:i^  —  25aj*  +  a;  +  1  =  0  ; 

on  a  vu  (199,  exemple  II),  que  le  produit  des  facteurs,  communs 
à  leurs  premiers  membres,  est  : 

ic3  —  7a;2  +  5a;  -f  1  ; 

et,  par  suite,  les  racines  communes  s'obtiendront  en  résolvant 
l'équation  du  troisième  degré 

a^  —  lx''  +  5a;  +  1  =  G. 

Cette  équation  a  évidemment  pour  racine  a;  =  1  :  son  premier 
membre  est  donc  divisible  par  (a;—  1).  Le  quotient,  a?^— 6a;— 1, 
égalé  à  zéro,  fournira  les  deux   autres  racines  communes, 

a;  =  3d=  sJÏÔ. 

%  III.  Des  racines  égales; 

201.  But  de  la  théorie  des  racines  égales.  Les  procédés, 
employés  pour  la  résolution  des  équations  numériques,  exigent 
que  ces  équations  n'admettent  pas  de  racines  égales.  Il  est  donc 
essentiel  de  résoudre  les  deux  questions  suivantes. 
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1°  Une  équation  algébrique  étant  donnée,  reconnaître  si  elle 
a  des  racines  égales, 

2°  Une  équation  ayant  des  racines  égales,  ramener  sa  résolu- 
tion à  celle  de  plusieurs  autres  équations,  de  degré  moindre,  et 
dont  les  racines  soient  inégales. 

202.  Moyen  de  reconnaître  si  une  équation  a  des  racines 
ÉGALES.  On  dit  qu'une  équation,  <j^(x)  =  0,  admet  n  fois  la  racine 
a,  lorsque  9  (a?)  est  divisible  par  {x  —  ay.  Le  théorème  suivant 
exprime  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes,  pour  qu'il  en 
soit  ainsi. 

Théorème  I.  Pour  qu'un  nombre  a  soit  n  fois  racine  d'um 
équation  algébrique  cp(x)  =  0,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que, 
substitué  à  x,  il  annule  la  fonction  ^  (x)  et  ses  (n  —  1)  premières  dé- 
rivées. 

On  a,  en  effet,  identiquement  : 

a;==a+(a? — a), 

et,  par  suite,  9  (a?)  =  cp  [a  4-  (a? — a)] . 

En  développant  ç  [a+  {x  —  a)]  par  la  formule  générale  donnée 
(110),  on  a: 

9(^)=cp(a)  +  ^(a;~a)+ï-A^(a;-ra)2+,..  +  y^^ 


,  '         '  1.2...W 

A  la  seule  inspection  de  cette  formule,  on  voit  que  la  condi- 
tion énoncée  est  suffisante.  Si  l'on  a,  en  effet,  cp  (a)  =  0,  cp'  (a)  =  0, 
çp"-*  (a)  =  0,  tous  les  termes  qui  restent  dans  le  second  membre 
contiennent  {x  —  af  en  facleyr;  et  9(0;)  est,  par  conséquent, 
divisible  par  {x-r-ay. 

Je  dis,  de  plus,  que  cette  condition  est  nécessaire;  supposons, 
en  effet,  que  f^{x)  ^\mï  divisijile  par  (a?— a)**,  et  f(x)  étant  la 
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première  des  dérivées  de  ç  (x)  qui  ne  s'annule  pas  pour  a;  ==  a, 
on  ait p<n;  l'équation  précédente  deviendra  : 

^^  ^       1.2. ,.p^  ^     '    l,2...(p+l)^  ^ 

îSi  Ton  divise  les  deux  niembres  par  (x  —  aYj  il  vjendrg,  : 


r 


égalité  impossible;  car  ©(j;)  renfermant,  par  hypothèse,  (x — a)" 
en  facteur,  et  n  étant  plus  grand  que  p,  le  premier  membre 
s*annule  pour  a;  =  a,  et  le  second  prend  une  valeur  différente  de 

zéro,  savoir  :  ,  ^ '     . 

1.2,..p 

On  peut  déduire  du  théorème  précédent  les  conditions  siii- 
vaiites. 

203.  Théorème  II.  Pour  qu'un  nombre  a  soit  n  fois  racine 
d'une  équation  algébrique  cp(x)=0,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que^ 
substitué  à  x,  il  annule  le  polynôme  c{)(x),  et  qu'il  soit,  en  outre^ 
(n —  1)  fois  racine  de  l'équation  dérivée  f  (x)  =  0. 

Il  résulte,  en  effet,  du  théorème  précédent,  que  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  sont  exprimées  par  les  équations  : 

(p(a)=0,    9'(a)=0...,    cp"-»(a)  =  0, 

dont  les  (n —  1)  dernières  expriment,  que  a  est  racine  de  Téqua- 
tion  cp'  {x)  =  0  et  de  ses  (n — 2)  premières  dérivées;  et,  par  suite, 
en  vertu  du  même  théorème,  que  a  est  (n — 1)  fois  racine  de 
l'équation  cp'(a;)  =  0. 

204.  Remarque.  Il  résulte  du  théorème  précédent,  que,  si  l'on 
décompose  le  premier  membre  d'une  équation  et  sa  dérivée  en 
facteurs  simples  correspondants  à  leurs  diverses  racines,  à  cha- 
que racine  multiple  a,  entrant  7i  fois  dans  l'équation,  correspon- 
dront, dans  la  dérivée,  (n  — 1)  facteurs  égaux  à  (x — o);  en  sorte 
que,  si  une  équation  9(0;)  :=  0  admet  n  racines  égales  à  a,  p 
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racines  égales  hb,q  racines  égales  à  c,  r  racines  égales  à  d,  etc., 
on  a  : 

(o{x)={x—a)''{x—by{x—cy(x—dy..,, 

^'(x)=:(œ'-a)'^^{x^b)^'{x—cy-'{x—dy-K..; 

et,  par  suite,  ^(x)  et  (^'(x)  admettent  les  facteurs  communs 
{x--ay-\  (a;—  b)p-\  (x^cy-\  {x-  dy-K  Je  dis,  de  plus,  qu'ils 
n'en  admettent  pas  d'autres;  car,  s'ils  admettaient  un  facteur 
commun  {x  —  k),  k  serait  racine  de  ^{x)  et  de  ç'(a;),  et,  par 
suite  (202),  racine  double  de  9(0?) . 

Le  plus  grand  commun  diviseur j  entre  le  premier  membre  d'une 
équation  et  sa  dérivée,  est  donc  le  produit  des  facteurs  simples  cor- 
respondants aux  racines  multiples,  V exposant  de  chacun  d'eux  étant 
diminué  d'aune  unité. 

Et,  pour  décider  si  une  équation  a  des  racines  égales,  on 
cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  son  premier 
membre  et  sa  dérivée.  S'il  n'existe  pas  de  plus  grand  commun 
diviseur,  c'est  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  égales. 

205.  Réduction  d'une  équation  qui  a  des  racines  égales. 
Les  théorèmes  précédents  permettent  de  ramener  la  résolution 
d'une  équation,  qui  a  des  racines  égales,  à  celle  de  plusieurs 
autres  équations  qui  n'en  ont  pas.  Considérons,  en  effet,  une 
équation  o{x)  =  0;  et  concevons  son  premier  membre  décom- 
posé en  facteurs  correspondants  à  ses  racines.  Soient  Xi,  Xj,  X3, 
X4  les  produits  des  facteurs  de  chaque  degré  de  multiplicité,  pris 
chacun  une  fois  seulement,  savoir  :  Xi  le  produit  des  facteurs 
simples;  X2  le  produit  des  facteurs  qui  correspondent  à  des  ra- 
cines doubles,  pris  chacun  une  fois  seulement  ;  et  ainsi  de  suite. 
En  sorte  que  Ton  ait  : 

<,{x)=X,X,'X,'X,', 

Le  produit  des  facteurs,  communs  au  polynôme  X  et  à  sa  dé- 
rivée, est,  d'après  les  théorèmes  précédents  : 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS.        189 

Le  produit  Pi  des  facteurs,  communs  à  P  et  à  sa  dérivée,  est 
de  même  : 

Enfin,  le  produit  Pj  des  facteurs,  communs  à  Pi  et  à  sa  dé- 
rivée, est  : 

P.=  X,. 

Si  Féquation  proposée  n'admet  pas  de  racines,  dont  le  degré 
de  multiplicité  surpasse  4,  Pg  n'aura  plus  de  facteurs  communs 
avec  sa  dérivée  ;  sinon  il  faut  continuer  à  opérer  de  la  même 
manière,  jusqu'à  ce  que  l'on  rencontre  un  résultat,  qui  n'ait  pas 
de  diviseur  commun  avec  sa  dérivée.  Maintenant,  en  divisant 
chacune  des  égalités  précédentes  par  la  suivante,  il  vient  : 

— p-  =  Q  =  X1X2X3X4, 

P 

p~  =  Qi  =  X2X3X4, 

P 

p-   =Q2  ^XgXi, 

P.=X.; 

cl,  en  divisant  chacune  de  celles-ci  par  la  suivante  : 


—  Xj,      77 —  X9,      YT  —  -^3»      Pa  —  A^. 


On  pourra  donc,  par  de  simples  divisions,  trouver  Xi,  X2,  Xj, 
X*;  et,  en  résolvant  les  équations, 

Xi=0,    X2=0,    X3  =  0,    x,  =  o, 

qui  n'ont  plus  déracines  multiples,  on  obtiendra  séparément  les 
racines  simples,  doubles,  triples,  quadruples....  de  la  proposée. 

206.  Exemple  I.  Appliquons  la  méthode  précédente  à   l'é- 
quation 

o{x)=  x'+    kx'  +  2x''  +  l2x  +  kb  =  0. 
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On  a  :         <f'{x)  =  kd)^  +  nx'' +  kx  +  l^ 

=k.(x^+3x^  +  x+  3). 

Par  des  divisions  successives,  on  obtient  les  équations  sui- 
vantes : 

4.cp(a;)=  {x  +  l).<f'{x)  —  S{x^—kx^2l) 

ç'(a;)  =  4(a;+7).(a?2— 4a;— 21)4-200(0?+ 3) 

a;2_4^__21=  {x  +  ^),{x^^). 

Par  conséquent,  le  facteur  commun  à  (^{x)  et  (^'{x)  est  (a;  +3). 
Donc  —  3  est  une  racine  double;  on  trouve,  en  effet,  par  la  di- 
vision : 

y(a;)=(a;  +  3)^(a;^  — 207+5). 

Exemple  II.  Soit  encore  réquation 

<p(o;)=o;''— 10o?2+15a;— 6=0. 

On  a;  <f\x)=^b{x'—kx+3). 

Les  divisions  consécutives  donnent  : 

ic8_ioo;^+15o?  — 6=o;(o;*— 4o;+3)— 6(0?'  — 2o;  +  l) 

o;'^— 4o?+3  =  (o;^— 2o;+ 1).  (o?^ +  2o;+ 3) 

=  (o?~l)^(o?^+2o;  +  3). 

Le  plus  grand  commun  diviseur,  entre  cp  (o;)  et  ?'(a7),  est  donc 
(o;— 1)2; la  seule  racine  multiple  est  donc,  o;=l,  qui  figure  trois 
fois  dans  la  proposée;  et  l'on  a,  en  effet  : 

^{x)={x—iy,{x'+Sx+6), 
Exemple  III.  Soit  l'équation  : 

cp  (o;)  =  o;«  —  70;'' + 1 5o;*— 40o;2  +  48o;— 1 6  ==  0  ; 
la  première  dérivée  est  : 

<p'  {x)=  6o;«— 3507*  +  600?*  —  80o;  +  48. 
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Nous  avons  déjà  trouvé  (199),  qtie  le  produit  des  facteurs 
communs  à  ces  deux  fonctions  est  : 

a;'— 6a?- +1 2a?  — 8, 
ou  {x—2)\ 

Donc,  l'équation  proposée  admet  quatre  racines  égales  à  2  ;  on 
a,  en  effet  : 

<p(rr}  =  (a?— 2)\(a;«+aj— 1). 
EîÈMPtE  IV.  Soit  enfin  l'équation  : 

(f(x)  =  a}^'^l0x'  +  k7x'—lk0x'  +  27lx^—b30x+'2.2b  =  0; 
sa  dérivée  est  : 

9'(a;)  =  6a;^  — 50a?»+  188a;«—420a;^+ 542a;  ^330. 
Les  divisions  successives  donnent  : 

6.  9(0-)  =  cp'a;  (a;— 1)+^  {x^—  lOa;^  +  SQx^  —  70a;  +  75) 
9'(a;}=  2(3a;+5)(a;»-10a;*4-36a;«-70a;+75)+72(a;^-5a;2+l  la;-15) 
ir*_10a;3+36a;2— 70a;+75  =  (a;'— 5a;«+lla;— 15)(a;— 5). 

Le  produit  des  facteurs,  communs  aux  deux  polynômes,  sera 
donc  : 

a;^— 507-+ lia;  — 15. 

Si  nous  divisons  ce  produit  par  sa  dérivée,  après  Tavoir  mul- 
tiplié par  3,  nous  trouvons  : 

3a;3— 15a;'+33a;— 45    l     3a;^— 10a;-|- il 
—  5a;2+22a;  — 45    |    a?— 5 

ou,  en  multipliant  de  nouveau  par  3, 

—  15a;-  +  66a;  — 135 

16a;—  80; 

en  supprimant  le  facteur  16,  le  dernier  reste  peut  être  remplacé 
par  (a;  — 5);  sans  avoir  besoin  de  continuer  l'opération,  après 
cette  simplification,  on  voit  que  (3a;^—10a;4- 11)  n'est  pas  divisible 
par  (a;— 5);  car  il  ne  s'annule  pas  pour  a; =+5.  Le  commun 


192  LIVRE  m. 

diviseur  (a;'— 5a;'' +  lia;— 15)  entre  cp (a;)  et  sa  dérivée,  n'a  donc 
pas  de  facteurs  multiples;  et,  par  suite,  <û{x)  a  seulement  trois 
racines  douTîles,  dont  les  valeurs  sont  les  racines  de  l'é- 
quation : 

a;^—5a;^+ lia;— 15=0. 

RÉSUMÉ. 

196.  Définition  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes.  — 
497.  Moyen  de  l'obtenir,  par  un  procédé  analogue  à  celui  que  l'on  suit 
pour  deux  nombres.  —  198.  Remarque  importante  sur  l'introduction 
ou  la  suppression  des  facteurs  numériques,  dans  le  cours  des  divisions 
à  effectuer.  — 199.  Quelques  exemples.  —  200.  Recherche  des  racines 
communes  à  deux  équations.  —  201.  But  de  la  théorie  des  racines 
égales.  —  202.  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation 
admette  n  fois  la  racine  a.  —  203.  Autre  forme  de  celte  condition.  — 
204.  Produit  des  facteurs  communs  au  premier  membre  d'une  équation 
et  à  sa  dérivée;  règle  pour  décider,  si  une  équation  a  des  racines  égales. 
—  20iî.  Réduction  d'une  équation,  qui  a  des  racines  multiples,  à  plu- 
sieurs autres  qui  n'en  ont  pas.  —  206.  Quelques  exemples. 

EXERCICES. 

I.  Décomposer  en  facteurs  le  polynôme 

f(^x)  —  x^  —  2x^  +  3x^  —  1  x^-\-  8x  —  2. 
On  trouve  f{x)  =  ix—iy{x^-\-x-\-3). 

II.  Décomposer  en  facteurs  le  polynôme 

f{x)  =  x^  —  6x^-{-9x''-\-Sx^-2kx^+\G. 
On  trouve  f{x)  =  {x-{-\y{x  —  2)*. 

III.  Décomposer  en  facteurs  le  polynôme 

f{x)  =  x^-2itx'  +  32x^  +  Wix'  —  38kx  +  2SG. 
On  trouve  f{x)  =  (a;  +  4)^  {x  —  2)*. 

IV.  Décomposer  en  facteurs  le  polynôme 

f[x)  —  x'-{-2x'^-]-2x-^  —  x^—Sx^  —  l3x^-\2x  —  k, 
On  trouve  f{x)  =  (.^2  +  rr  +  2)^  (a;  +  1  )  (a;^ — a;  —  1  ) 
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V.  Décomposer  en  facteurs  le  polynôme 

/•  (x)  -f  ic'  —  12a;5  -  2a;*  +  39^3  —  6x^  +  44*  +  24. 
On  trouve  fix)=z{x  —  l)^{x-\-2Y{x  —  3). 

VI.  P  et  0  désignant  deux  polynômes  en  a;,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires, 
qui  n'ont  aucun  facteur  commun ,  et  P',  Q',  représentant  leurs  dérivées  :  si  l'é- 
quation P2+Q2=:0  admet  une  racine  double,  cette  racine,  réelle  ou  imagi- 
naire, appartiendra  à  l'équation  P'^  +  Q'^r^O. 

Exemple  : 

P  =  a;2-1,     Q=2x,     p^ +  Q^— {x^  +  iy,     P'^  + Q''  =  4(.r' +  1). 

on 's'appuie  sur  l'identité  : 

(P+Q\/~)(P-Q  V^)  =  P^  +  0^ 

VII.  Si  a  est  n  fois  racine  de  l'équation  9(0;)  =  0,  il  sera  (n  — 1)  fois  racine 
de  l'équation  qu'on  obtient,  en  multipliant  les  termes  de  la  proposée,  supposée 
complète,  par  les  termes  successifs  d'une  progression  arithmétique. 

On  s'appuie  sur  le  théorème  (203). 


Alj.  ?p    Ij.  13 


CHAPITRE  IV. 

DES  RACINES  COMME\SURABLES. 

g  I.  Des  limites  des  racines. 

207.  DÉFINITION.  On  appelle /wiz7c  supérieure  des  racines  po- 
sitives d'une  équation,  tout  nombre  plas  grand  que  la  plus 
grande  des  racines  positives;  limite  inférieure,  tout  nombre  plus 
petit  que  la  plus  petite  d'entre  elles. 

On  nomme  limite  inférieure  des  racines  négatives  tout  nombre 
plus  petit  que  la  plus  petite  des  racines  négatives;  limite  supé- 
rieurey  tout  nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  d'entre 
elles. 

Lorsqu'on  a  à  résoudre  une  équation  numérique,  il  est  utile 
de  connaîlre  les  limites  de  ses  racines.  Voici  quelques  règles  à 
cet  égard. 

208.  Pemière  règle.  Si,  dans  une  équation,  de  degré  n, 

la  valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient  négatif  est  N,  et  si  n  est 
la  différence  entre  le  degré  de  V équation  et  celui  du  premier  terme 
négatif,  1  +  y^^  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives. 

En  effet,  si  Ton  substitue  à  a?,  un  nombre  l,  tel  que,  pour  cette 
valeur  et  pour  toute  valeur  plus  grande,  le  premier  membre  de 
l'équation  reste  constamment  positif,  l  sera  évidemment  une 
limite  supérieure  des  racines  positives.  Or,  pour  satisfaire  à 
cette  condition,  il  suffît  évidemment  de  choisir  /,  de  manière  h 
vérifier  l'inégalité 

[1]  a;»"  — N(a;'"-"+  aj^^-^-^H- .. .  +  a;-|-  1  )>0  ; 

car  nous  avons  supprimé,  d'une  part,  tous  les  termes  positifs 
qui  pouvaient  exister  entre  a?'"  et  a?*^";  et  nous  avons,  deTautre, 
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remplacé,  dans  tous  les  termes  suivants,  chaque  cojinciciit  par 
—  N.  L'inégalité  [1]  équivaut  à 

x^  —  N- î->0, 

X—  i 

ou  à  [2]  x'^ix  —  l)  —  W^x"^-"^'—  1)  >0, 

parce  qu'on  peut  toujours  supposer  aj>l.  Or  cette  dernière 
inégalité  sera  vérifiée,  si  l'on  satisfait  à  cette  autre, 

[3]  x'^{x  —  1)  —  Na;"'-'»+*  >0, 

que  l'on  obtient  en  diminuant  le  premier  membre.  D'ailleurs, 
en  divisant  par  a?"»-»^!  les  deux  membres  de  l'inégalité  [3], 
celle-ci  devient  : 

a;'»-i(a;— 1)  — N>0; 

et  elle  sera  vérifiée,  si  l'on  a  : 

(a;— i)»»-i(a;— 1)— N>0,     ou    (a;— 1)«  — N>0. 

Il  suffira  donc  de  choisir  x,  de  manière  à  vérifier  l'inégalité 

[4]  a;>I  +  J'i\. 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Si  le  premier  terme  négatif  est  le  terme  en  a;*^*,  on  a  n  =  1  ; 
et  la  limite  devient,  dans  ce  cas,  1 +N. 

209.  Deuxième  règle,  donnée  par  Newton.  Tout  nombre  l, 
qui  rend  positifs  le  jJremier  membre  (Tune  équation  f(x)  ^=Qet  toutes 
ses  dérivées^  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives. 

En  effet,  si  l'on  diminue  de  l  chacune  des  racines  de  l'équa- 
tion, en  posant  v  =  a?  —  /,  ou  x=l-\-y,  l'équation  devient; 

f{i+y)=m+m)y+ni)  ^ +...+r^(o  172^,  -  0. 

Or,  par  hypothèse,  tous  les  coefficients  f{ï),  f{l)J"{l) . . .  /^(/)  sont 
positifs;  aucun  nombre  positif,  substitué  à  y,  ne  peut  donc  vé- 
rifier cette  équation,  qui  n'a,  par  conséquent,  pas  de  racines 
positives.  En  d'autres  termes,  toutes  les  racines  réelles  sont 
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négatives  ;  ;  et,  par  suite,  toute  valeur  réelle  de  x  est  plus  petite 
que  l.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Pour  appliquer  cette  règle,  on  range  les  fonctions  dans  Tordre 
suivant  : 

r{x),  r-\x),  r-\x),...  rw,  m-, 


comme  ("^{x)  est  égal  à  1.2. 3... m,  et  est,  par  suite,  toujours 
positif,  on  choisit  d'abord  le  plus  petit  nombre  entier  qui  rend 
positif  f^-^x).  On  substitue  ce  nombre  dans  f^^x)-,  et,  s*il  le 
rend  négatif,  on  l'augmente  d'une  ou  de  plusieurs  unités,  jusqu'à 
ce  que  f^\x)  devienne  positif.  Puis  on  substitue  le  nouveau 
nombre  dans  /^-'(a?)  ;  et  l'on  fait  en  sorte,  en  l'augmentant  si 
cela  est  nécessaire,  que  /*"-'(a;)  prenne  à  son  tour  une  valeur 
positive.  On  continue  ainsi  pour  toutes  les  fonctions  jusqu'à  /(oj). 
Le  nombre  l  qui,  après  toutes  ces  substitutions,  rend  f{x)  posi- 
tive, est  le  nombre  cherché. 

Supposons,  en  effet,  qu'un  nombre  a,  obtenu  par  cette  mé- 
thode, rende  positifs  f-^x),  f"'-\x),...  r""(^),  il  est  facile  de 
voir  que  le  même  nombre,  augmenté  d'un  nombre  quelconque  h 
d'unités,  ne  cessera  pas  de  rendre  positives  les  mêmes  fonc- 
tions. Il  suffit,  pour  le  prouver,  de  remarquer  que  l'on  a,  en 
général  : 


1.2.3 


f\a  +  h)  =  na)  +  r\a)h  +  P^\a)  ^  +  r\a) 

et,  si  fP{a),  p+^(a),  f^-^\a)...,  sont  positifs,  comme  h  est  aussi 
positif,  il  en  résulte  que  f^{a  -\-  h)  est  nécessairement  positif.  En 
faisantjp=m  —  1,  on  reconnaîtra  d'abord  que,  f^-^a)  étant 
positif,  il  en  sera  de  même  de  f^-^a-^-h).  Puis,  en  faisant 
p  =  m—  2,  on  verra  que  /■"'-^(a)  et  f"^\a)  étant  positifs,  il  en 
sera  de  même  de  /"»-*(a  -|-  h),  et  ainsi  de  suite. 

210.  Troisième  MÉTHODE.  On  peut  enfin,  en  partageant  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  en  groupes  de  plusieurs  termes,  dé- 
terminer une  limite  supérieure  des  racines.  Soit,  par  exemple, 
Téquation  : 

x^  +  7a;*—  12a;'  — •  k^x^  +  52a;  —  1 3  =  0. 
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Groupons  les  termes  de  la  manière  suivante: 

x\x^  —  12)  +  lx%x'  —  7)  +  52  ^a;  -  -\=  0. 

Il  est  évident  que  le  nombre  4,  substitué  à  x,  rendant  positif 
chacun  des  groupes,  est  une  limite  supérieure  des  racines. 
De  même,  les  termes  de  l'équation 

a;*  —  bx^  +  ^lx"^  —  3a;  +  39  =  0 

peuvent  se  grouper  ainsi  : 

x^x^  —  5a;  +  7)  +  30a;  /'a;  —  —^  +  39  =  0. 

Or  le  trinôme  x"^  —  bx-j-7,  ayant  ses  racines  imaginaires,  est 
positif,  quel  que  soit  x;  d'ailleurs  le  second  groupe  est  ^positif 
pour  x  =  \;  donc  1  est  une  limite  supérieure  des  racines. 

On  voit  que  l'artifice  consiste  à  disposer  les  termes,  de  ma- 
nière que  chaque  groupe  commence  par  un  terme  positif,  et  à 
cbercher  le  plus  petit  entier  qui  donne  le  signe  +  à  chacun  de 
ces  groupes. 

211.  Remarque.  La  première  méthode  aurait  donné  1  +  v/49 
ou  8  pour  limite  des  racines  de  la  première  équation,  et  1  -f-  5 
ou  6  pour  limite  des  racines  de  la  seconde. 

Pour  appliquer  à  la  première  la  méthode  de  Newton,  on  a  : 

f{x)  =  0^  +  Ix''  —  I2x^—k9x^  -{-  b2x—  13 
f(x)  =  5a;*  +  28a;'—  36x^  —  98a;  +,  52 

j^  f'\x)  =  1  Oa;'  +  42a;2  -  36a;  —  49 
~  f"'{x)  =  1 0a;2  +  28a;  — 12 
^^r(^)=.5a;  +  7 
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On  voit  que  tout  nombre  positif  rent^/"'"  (a;)  positif;  que  1  rend 
positif  n^),  que  2  rend  positifs  f'{x)  et  f\x),  et  qu'enfin  3,  qui 
rend  positifY(ir),  est  une  limite  supérieure. 

Pour  appliquer  la  même  méthode  à  la  seconde,  on  a  : 

f{x)  =x''—hx^-\-?>lx'^  —  2>x  +  Z'è 
f{x)  =  4a;'  —  1 5rc2  _[.  74^;  __  3 

^  f"{x)  =  6a;2  —  1 5a;  -f^  37 

~m=kx^^ 

On  voit  que  2  rend  positifs /"'(«),  /""(^),  f\x),  et  f{x).  Dôbc 
2  est  une  limite  supérieure. 

212.  Limite  inférieure  des  racines  positives.  On  pose 
a;  =  -  dans  l'équation,  et  l'on  cherche  une  limite  supérieure  l 

des  racines  de  la  transformée  :  il  est  évident  que  j  sera  une  li- 
mite inférieure  des  racines  positives  de  la  proposée.  Car  si  l'on  a 
?/  <  /,  on  en  conclut  a?  >  ^. 

215.  Limites  des  racines  négatives.  On  pose  x  =  —y,  et 
l'on  cherche  les  limites  supérieure  et  inférieure,  l  et  l',  des  ra- 
cines positives  de  la  transformée:  —  Z  et  —  ^'  seront  les  limites 
inférieure  et  supérieure  des  racines  négatives  de  la  proposée. 
Car,  si  l'on  a  : 

i>y>i', 
on  en  conclut:  — /<a;<  — /'. 

§  iL  Recherche  des  racines  commensurables. 
214.  On  peut  obtenir  par  des  essais  réguliers  et  fort  simples. 
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les  racines  commensurables  d*une  équation  à  coefficients  com- 
mensurables. 

Nous  commencerons  par  montrer,  que  cette  recherche  se  ra- 
mène à  celle  des  racines  entières;  et,  pour  cela,  nous  établirons 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  Une  équation  de  la  forme 

[1]  a;'»-f-Aia7^-^  +  A2a;'"-2  +  ..  .  +  A„=^0, 

dont  le  premier  terme  a  pour  coefficient  V  unité  y  et  dont  les  autres 
coefficients  sont  entiers ^  ne  peut  avoir  de  racine  conimensurahle 
fractionnaire. 

Si,  en  effet,  r  est  racine  de  l'équation  [1],  on  a  : 

d*où  Ton  déduit,  en  multipliant  tous  les  termes  par  6*"-*,  et  en 
faisant  passer  tous  ceux  qui  suivent  le  premier  dans  le  second 
membre  : 

_=— (Aia'^-^+Aaa"-^^-!-. .  .+A«6-*). 

Si  Ton  suppose,  ce  qui  évidemment  est  permis,  que  la  frac- 
lion  T  ait  été  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  a  et  &  sont 

premiers  entre  eux;  la  fraction  —  est,  par  conséquent,  irréduc- 
tible, et  ne  peut  être  égale  à  un  nombre  entier.  Il  est  donc  im- 
possible qu'elle  soit  égale  au  second  membre,  dont  tous  les 
termes  sont  entiers;  et,  par  conséquent,  il  est  impossible  que 

l'équation  [1]  admette  une  racine  de  la  forme  t.  Les  seules  ra- 
cines commensurables,  qu'elle  puisse  avoir,  sont  donc  entières. 

213.  Corollaire.  Une  équation,  à  coefficients  entiers,  étant 
donnée,  le  théorème  précédent  permet  de  la  transformer,  de 
manière  que  toutes  les  racines  commensurables  deviennent  en- 
tières. 
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Soit,  en  effet,  l'équation 

Ao?- +  A,a^-*  + . . .  +  A^_,a;  +  xU  =  0, 

dans  laquelle  on  peut  supposer  que  A,  A„...  A„»  soient  des 
nombres  entiers;  car  il  est  toujours  facile  de  chasser  les  déno- 
minateurs, en  multipliant  tous  les  termes  par  leur  plus  petit 

multiple  commun.  Posons  ^=T)  ^  étant  une  nouvelle  incon- 
nue qui,  évidemment,  devra  satisfaire  à  Téquation  : 

a(|)"'+A,(|)"'"+...  +  A.  =  0; 

ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  A*"-*, 

l/"*+Air-*+A2A2y'»-^  +  ...  +  A«A--*  =  0. 

Or  cette  équation  a  ses  coefficients  entiers,  et  le  premier  terme 
2/*"  a  pour  coefficient  l'unité;  les  valeurs  commensurables  de  y 
sont  donc  toutes  entières.  Il  est  évident,  d'ailleurs,  qu'elles  cor- 
respondent aux  valeurs  commensurables  de  x;  car  la  relation 

y 
^—■pj  prouve  que,  x  étant  commensurable,  il  en  est  de  même 

dey. 

Si  nous  pouvons  obtenir  les  racines  entières  de  l'équation  en 
y  y  d'après  ce  qui  précède,  nous  aurons  toutes  les  racines  com- 
mensurables de  l'équation  en  x, 

216.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  nom- 
bre Elntier  soit  racine  d'une  équation  a  coefficients  entiers. 
Nous  avons  vu  comment  la  recherche  des  racines  commensu- 
rables peut  se  ramener  à  celle  des  racines  entières.  Il  nous 
reste  donc  à  montrer,  comment  on  peut  obtenir  les  racines  en- 
tières d'une  équation  à  coefficients  entiers. 

Soit  l'équalion 

[1]  Aa;»»  +  A,a;^-*+A2^'"-2  +  ...+A«  =  0, 

et  a  une  de  ses  racines  entières;  le  premier  membre  doit  être 
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divisible  par  (a;— a).  Représentons  le  quotient,  qui  est  un  poly- 
nôme du  degré  {m  —  1),  par 

Pi,  Ps. . .  Pfl,-i  sont  évidemment  des  nombres  entiers;  car  le  pre- 
mier terme  du  diviseur  {x — a)  ayant  pour  coefficient  l'unité,  la 
division  ne  peut  introduire  aucun  dénominateur. 

En  écrivant  que  le  dividende  est  le  produit  du  diviseur  par  le 
quotient,  on  aura  identiquement  : 

[21        {x-  a)  (Ao;-^  +  l?,x^-'  +...+Vm-,x  +  ?m-.^) 

=  Arc"»  +  Airr"-*  +  A,x^-'  + .  • .  +  A^-^o; + A„.. 

En  effectuant  les  opérations  indiquées  dans  le  premier  mem- 
bre, et  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x,  il 
vient  : 


m— 1         A  m— 2^  ~~"  -"m-l 
f.^,  )Pm-2 Pm— 3^— -  Ain-2J 


f  P2-P.0C=A„ 

\  Pl^Aa:=:Ai. 

Tous  les  nombres,  qui  figurent  dans  ces  formules,  étant  entiers, 
la  première  équation  prouve  que  a  doit  être  un  des  diviseurs  de 

Am,  et  que  le  quotient  -^  est  égal  à  —  P^-i- 

La  seconde  équation  peut  s'écrire  : 

Pm-2a  —  Am-1  —  Pm-1  =  Am-1  +  -7  > 

a 

A,„ 
elle  prouve  que  a  doit  être  un  diviseur  de  la  somue  km-i-\ — "*» 

A      .  4-^ 

et  que  le  quotient est  —  Pm-s» 

La  troisième  équation  peut  s'écrire  : 

A._i+^ 

—  Pm-ja  =  Am-2  —  Pin-2  =  A,„_a  H " . 
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Elle   prouve  que  a  doit  être  un  diviseur  de   la  somme 

Al    -"m 

Am-\  H ^c'est-à-dire  de  la  somme  obtenue  en  aiou- 

a 

tant  Atn-i  au  quotient  précédent,  et  que  le  quotient  est  —  P^_3. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  la  dernière  équation,  qui , 
prouvera  que  le  dernier  quotient  —  Pj,  augmenté  de  A^,  doit 
être  divisible  par  a,  et  donner  pour  quotient  — A. 

Ces  conditions  sont  nécessaires.  J'ajoute  qu'elles  sont  suffi- 
santes, pour  que  a  soit  racine;  car,  si  elles  sont  remplies,  on 
pourra  trouver  des  nombres  P^_i,  P„,_2.  • .  Pi,  qui  rendent  iden- 
tiques les  équations  [3]  ;  et,  par  suite,  le  premier  membre  de  la 
proposée  sera  divisible  par  (a?  — «). 

On  peut  remarquer  que  les  opérations,  à  l'aide  desquelles  on 
s'assure  qu'un  nombre  a  est  racine,  font  connaître  les  coeffi- 
cients du  quotient  de  la  division  du  premier  membre  par  {x — a). 
Ces  coefficients  P„,_i,  Pm-s,  . . .  sont  égaux,  en  effet,  aux  quo- 
tients, changés  de  signes,  des  différentes  divisions,  dont  la 
réussite  est  nécessaire  pour  que  le  nombre  a  ne  soit  pas  rejeté. 

217.  Recherche  des  racines  entières.  Il  résulte  de  là  que, 
pour  trouver  les  racines  entières  d'une  équation  telle  que  [1], 
on  devra  chercher  d'abord  les  diviseurs  entiers,  positifs  ou 
négatifs,  du  dernier  terme  :  eux  seuls  peuvent  être  racines.  On 
déterminera  ensuite  la  limite  supérieure  des  racines  positives 
et  la  limite  inférieure  des  racines  négatives  ;  et  l'on  rejettera 
tous  les  diviseurs  qui  ne  seront  pas  compris  entre  ces  limites. 
Si  a  est  un  des  diviseurs  qui  restent,  pour  l'essayer,  on  divisera 
le  dernier  terme  Am  par  «,  et  l'on  ajoutera  au  quotient  le  coeffi- 
cient Am-i  :  la  somme  devra  être  divisible  par  a.  On  formera  le 
quotient;  on  y  ajoutera  Am-2  '-  la  somme  devra  encore  être  divi- 
sible par  a;  et  en  continuant  ainsi,  on  devra  trouver  un  quotient 
qui,  ajouté  au  coefficient  du  second  terme,  et  divisé  par  a, 
donne  pour  dernier  quotient  — A. 

218.  Moyen  de  diminuer  le  nombre  des  essais.  On  peut  di- 
minuer le  nombre  des  essais  à  faire  par  la  remarque  suivante. 
Si  a  est  une  racine  de  l'équation 

[1]  Ax'''  +  AiX"'~'-i-A^x'"-^  +  ...km  =  0, 
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le  premier  membre  de  cette  équation  est  divisible  par  (x —  a); 
et  les  coeffleients  du  quotient  sont  tous  entiers,  ainsi  qu'on  l'a 
exposé  plus  haut.  Si  donc  on  attribue  à  x  une  valeur  entière 
quelconque,  la  valeur  numérique  du  premier  membre  de  [1] 
sera  divisible  par  la  valeur  numérique  de  (x  —  a).  Or  les  valeurs 
les  plus  simples,  que  Ton  puisse  attribuer  à  a;,  sont  1  et  —  1. 
Si  donc  on  nomme  Q  et  Qi  les  valeurs  correspondantes  du  pre- 
mier membre  de  [1],  on  ne  devra  essayer  a,  que  si,  d'une  part, 
Q  est  divisible  par  (l~a),ou,enchangeant  lesig-tu%par  (a — 1); 
et  que  si,  d'autre  part,  Qi  est  divisible  par  (—1  —  a),  ou,  en 
changeant  le  signe,  par  (I  +«). 

219.  Application  de  la  méthode  précédente.  Voici  la  ma- 
nière la  plus  avantageuse  de  disposer  les  calculs  : 

Aj,  A»,  .  .  .     Am—li    Am— lî    Am      1 


A,    ri,  .  .  .   rm—zy  1  m— 2>   ^m-ij  ^» 

J'écris,  sur  une  hgne  horizontale,  les  coefficients  de  l'équation 
proposée,  à  partir  du  second,  et  dans  une  colonne,  à  droite,  le 
diviseur  à  essayer  a.  Sur  la  môme  ligne  que  a,  et  en  allant  de 
droite  à  gauche,  j'écris  au-dessous  de  A,»,  A^-i . . . ,  les  quotients, 
changés  de  signes,  Vm-u  Pm-2  •••»  calculés  comme  il  a  été  dit  (2 IG). 
Si  tous  ces  quotients  sont  entiers,  et  si,  en  outre,  le  nombre  écrit 
sous  Al,  est  +  A,  a  est  racine;  et  A,  Pi,  Po. . . ,  Pm-i  sont  les  coef- 
ficients de  l'équaiion  débarrassée  d^  la  racine  a.  Il  n'y  aura  donc 
plus  alors  qu'à  opérer  sur  cette  seconde  ligne  comme  sur  la 
première.  Si  quelques-unes  des  divisions  ne  peuvent  se  faire,  on 
passera  à  un  autre  diviseur. 

Exemple. /"  (a;)  =a;*— 2a;3— 19a;^  +  68a;  — 60  =  0* 


2  est  racine 

2  est  racine 

3  est  racine 
—  5  est  racine 

60  admet  24  diviseurs;  mais  on  trouve,  parla  règle  de  Newton, 
que  toutes  les  racines  sont  comprises  entre  4  et  —  6.  On  ne  doit 
donc  essayer  que  les  diviseurs  de  60,  plus  petits  que  4  et  plus 
grands  que  —6.  On  commence  par  essayer  +  1  et  —  1,  en  les 


-2, 

—  19, 

4-68,     —60  I 

1, 

0, 

—  19,     4-30 

1, 

2,     —15 

1,    4-  5 

4-   1 
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substituant  directement  à  la  place  de  x  :  aucun  d*eux  n*est  ra- 
cine ;  mais  ce  premier  calcul  nous  apprend  que  f  (1)  = — 12,  et 
que  /( — 1)  =  — 144.  Dès  lors  on  ne  doit,  parmi  les  diviseurs 
positifs,  essayer  que  ceux  qui,  diminués  de  1,  divisent  12,  et  qui, 
augmentés  de  1,  divisent  144;  et,  parmi  les  diviseurs  négatifs, 
on  ne  doit  essayer  que  ceux  dont  la  valeur  absolue,  augmentée 
de  1,  divise  12,  et,  diminuée  de  1,  divise  144. 

Le  diviseur  2  satisfaisant  à  ces  conditions,  on  Tessaye  :  on 
trouve  que  2  est  racine,  et  que  l'équation,  débarrassée  de  celte 
racine,  est  : 

a?*— 19a; +  30  =  0. 

Comme  2  divise  30,  on  Tessaye  de  nouveau;  et  l'on  continue 
de  la  même  manière,  en  n'opérant  que  sur  les  diviseurs  qui 
satisfont  aux  conditions  précédentes,  et  qui,  en  outre,  divisent 
le  terme  tout  connu  de  la  dernière  équation  simplifiée. 

Tout  calcul  fait,  on  trouve  que  l'équation  proposée  a  pour 
racines  2,  2,  3,  — 5,  et  que  son  premier  membre  est  égal  h 

(a;  — 2)2  (a;— 3)  (a; +  5). 
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cédent permet  de  transformer  une  équation,  à  coefficients  rationnels,  en 
une  autre  dont  les  racines  soient  entières.  —  216.  Conditions  néces- 
saires et  suffisantes,  pour  qu'un  nombre  entier  soit  racine  d'une  équa- 
tion à  coefficients  entiers.  —  217.  Recherche  des  racines  entières.  — 

218.  Théorème  qui  permet  de  diminuer  le  nombre  des   essais.  — 

219.  Application  de  la  méthode  à  un  exemple. 
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EXERCICES. 

I.  Rechercher  les  racines  commensurables  des  équations  : 

a;7__5a;6_78a;s+ 499x«+ 172x3  — 4269a;2+ 1156x4-11320=0, 

X*  _a;3  - 1 3x' + 1 6x  —  48  =  0, 

15x^- 1 9x^  +  6x3  +  1 5x2  —  1 9x -}- 6  =  0, 

x^  — 13x^  +  67x5— 17 1x2  + 216x- 108  =  0. 

II.  Chercher  les  racines  commensurables  d'une  équation,  sans  les  ramener 

préalablement  à  être  entières.  Montrer,  qu'en  désignant  par  -une  telle  racine 

réduite  à  sa  plus  simple  expression,  a  doit  être  diviseur  du  dernier  terme,  et  & 
diviseur  du  coefficient  du  premier  terme.  Chercher  par  quels  essais,  analogues  à 

ceux  qui  ont  été  indiqués  pour  les  racines  entières,  on  peut  vérifier  que  r  est 

racine. 

III.  Chercher  si  l'équation 

x3— (a  +  &  +  ah)x^  +  aHa  +  b  +  l)x^a¥—a^b—0 
admet  des  racines  exprimées  rationnellement  en  a  et  h. 

IV.  Si  une  équation  du  troisième  degré  n'admet  pas  de  racines  commensu- 
rables, elle  n'admet  pas  de  racines  multiples. 

V.  Le  théorème  précédent  s'applique  à  une  équation  du  cinquième  degré ,  et 
ne  s'applique  pas  à  une  équation  du  quatrième. 


CHAPITRE  V. 

TUÉOUÈMi:  I)E  SlUIVltf. 

220.  Le  théorème  à  la  démonstration  duquel  est  consacré  ce 
chapitre  donne  le  moyen  d'obtenir  exactement,  et  sans  aucun 
tâtonnement,  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  com- 
prises entre  deux  limites  données  quelconques. 

Soit 

(1)  Ao;'"  +  Airc*"-^  +  Aaa;"'-^  +      +  A„,.iX+  A„  =  0. 

Une  équation  numérique  de  dogré  quelconque  [n'ayant  pas 
de  racines  multiples,  on  commencera  par  exécuter  le  calcul 
qui  sert  à  trouver  si  elle  a  des  racines  égales,  en  opérant  de  la 
manière  que  nous  allons  indiquer.  En  désignant  par  V  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (1)  et  par  V  sa  déiivée,  on  divisera 
V  par  V,  et  quand  on  aura  obtenu  un  reste  de  degré  inférieur 
à  Y',  on  changera  les  signes  de  tous  les  termes.  Soit  Va  le  reste 
ainsi  changé  de  signe  :  on  divisera  V  par  Va,  et  en  changeant  le 
signe  de  reste  on  obtiendra  un  polynôme  V3  de  degré  moindre 
que  Va;  la  division  de  Va  par  V3  donnera  de  même  un  reste  qui, 
changé  de  signe,  sera  désigné  par  V4,  et  Ton  continuera  celte 
opération  autant  de  fois  qu'elle  sera  possible,  en  obtenant  une 
série  de  polynômes  de  degrés  décroissants,  liés  les  uns  aux 
autres,  d'après  la  défmition  de  la  division,  par  des  relations 
de  la  forme 

V  =  V.'Q,  -  Va, 
Y  =  Va  Q.  -  V3. 

(2)  Va  =  Va  Q3  -  V„ 


V._,  =  V.-,  Q.,a-V.. 

Le  dernier  reste  Vr  sera  numérique  ;  car,  d'une  part,  aucun  des 
polynômes  V,  V2,  Vj...  ne  peut  évidem#ïicnt  diviser  le  précédcn! 
sans  diviser  tous  ceux  qui  le  précèdent,  et  par  suite  V  et  V,  qui 
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par  hypothèse  iront  pas  de  facteur  commun;  et,  d'autre  part, 
si  V^  n'est  pas  numérique,  on  peut  diviser  Vr-i  par  V^  et  obtenir 
un  reste  déplus,  Vr+i. 

Gela  posé,  la  considération  des  fonctions  V,  V,  Vî...Vr  four- 
nit le  moyen  de  savoir  combien  l'équation  V=  0  admet  de  ra- 
cines réelles  comprises  entre  deux  nombres  «  et  p;  p  étant  plus 
grand  que  a,  voici  la  règle  qui  fait  connaître  le  nombre  de 
racines  : 

On  substituera  à  la  place  de  x  le  nombre  a  dans  les  fonctions  V, 
V,  Vî...  Vr_i,  Vr,  puis  on  écrira  par  ordre^  sur  une  même  ligne, 
les  signes  des  résultats,  et  Von  comptera  le  nombre  de  variations 
qui  se  trouvent  dans  cette  suite  de  signes.  On  écrira  de  même  la  suite 
des  signes  que  prennent  ces  mêmes  fonctions  quand  on  y  remplace 
X  par  le  nombre  p,  et  l'on  comptera  le  nombre  des  variations  de  cette 
seconde  suite.  Autaiit  elle  aura  de  variations  de  moins  que  la  pre- 
mière, autant  l'équation  V=  0  aura  de  racines  réelles  comprises 
entre  a  eî  p.  Si  la  seconde  suite  a  autant  de  variations  que  la  pre- 
mière, Véquation  V  =  0  n'admet  aucune  racine  comprise  entre  a  et 
p;  la  seconde  suite  ne  pourra,  dans  aucun  cas,  admettre  plus  de 
variations  que  la  première. 

221.  Pour  démontrer  ce  théorème,  il  faut  examiner  com- 
ment le  nombre  des  variations  formées  par  les  signes  des  fonc- 
tions V,  V,  y2....Vr,  pour  une  valeur  quelconque  de  a?,  peut 
s'altérer  lorsque  x  passe  d'une  manière  continue  de  la  valeur 
a  à  la  valeur  plus  grande  p. 

Quels  que  soient  les  signes  de  ces  fonctions  pour  une  valeur 
de  X  déterminée,  lorsque  x  croît  par  degrés  insensibles  au  delà 
de  cette  valeur,  il  ne  peut  arriver  de  changement  dans  cette 
suite  de  signes  qu'autant  que  l'une  des  fonctions  V,  Y'.  ..Vr  change 
de  signe,  et  par  conséquent  devient  nulle.  Il  y  a  deux  cas  à 
examiner,  selon  que  la  fonction  qui  s'évanouit  est  la  première 
V,  ou  l'une  des  autres  fonctions  Y,  Vs, ...  Vr-i  intermédiaires 
entre  V  et  Vr.  La  dernière  Vrue  peut  changer  de  signe,  puisque 
c'est  un  nombre  positif  ou  négatif. 

Voyons,  premièrement,  quelle  altération  éprouve  la  suite  des 
signes,  lorsque  x,  en  croissant  d'une  manière  continue,  atteint 
et  déoasse  une  valeur  qui  annule  la  première  fonction  V. 
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Désignons  cette  valeur  par  a;  la  fonction  V  dérivée  de  V  ne 
peut  pas  être  nulle  en  môme  temps  que  V,  puisque  par  hypo- 
thèse l'équation  V  =  0  n'a  pas  do  racines  égales  ;  considérons 
des  valeurs  de  x  très-peu  différentes  de  a  :  si  en  désignant  par 
h  une  quantité  positive  aussi  petite  qu'on  le  voudra,  on  fait, 
tour  à  tour,  x  —  a  —  h  et  a;  =  a  +  /i,  la  fonction  Y'  aura, 
pour  ces  deux  valeurs,  le  même  signe  que  pour  x=^  a,  car  on 
peut  prendre  h  assez  petit  pour  qu'elle  ne  s'évanouisse  pas,  et, 
par  suite,  ne  change  pas  de  signe  tandis  que  accroît  de  la  valeur 
a—  /t  à  la  valeur  a-\-h]  cela  posé,  désignons  V  par  F(a;), 
on  a 

F(a  +  /i)  =  F(a)  +  /iF(a)+ j^r^(a)+... 
ou,  en  ohservant  que  F  (a)  est  nul  et  que  W{a)  ne  l'est  pas, 

On  voit ,  d'après  celte  formule,  que  pour  des  valeurs  très- 
petites  de  hy¥{a-\-  h)  di  le  même  signe  que  ¥{a),  et,  par  suite, 
que  F'(a  -f-  h)\\  il  n'y  a  donc  pas,  pour  a;  =  a  +  /i,  de  variations 
entre  V  et  V. 

On  trouvera  de  même 

F(a -/»)  =  - MF' (fl) -  Çf  ft  +  ^-1^  V... 


et  F  (a  —  h)  est,  fpar  conséquent,  de  signe  contraire  à  ¥{a),  par 
suite  à  Y{a  —  /i),  en  sorte  que  pour  x=  a  —  h^  il  y  a  une  va- 
riation entre  V  et  V. 

Les  signes  des  fonctions  V  et  Y  formaient  donc,  dans  la 
suite,  une  variation  avant  la  valeur  pour  laquelle  V  est  nulle,  et 
cette  variation  s'est  changée  en  permanence  lorsque  a;  a  franchi 
cette  valeur. 

Qaant  aux  autres  fonctions  V,  Va  ...  V^,  chacune  aura  pour 
a;  =  fl  +  /i  le  môme  signe  que  pour  x=  a  —  h,  si  toutefois  au- 
cune ne  s'évanouit  pour  x  =  acn  même  temps  que  V. 
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La  suite  de^-  signes  des  fonctions  V,  Vi,...Vr  perd  donc  une 
variation  lorsque  x,  en  croissant,  dépasse  une  valeur  a  qui  an- 
nule V  sans  annuler  aucune  des  autres  fonctions  V,  Vs,  ...Vr. 
Il  faut  examiner  ce  qui  arrive  lorsque  l'une  de  ces  fonctions 
s'évanouit,  soit  pour  une  valeur  de  x  égale  à  une  racine  de 
V  =  0,  soit  pour  toute  autre  valeur  de  cette  variable. 

222,  Soit  V„  une  fonction  intermédiaire  entre  Y  et  Vr,  qui 
s'annule  pour  x  =  b  (Vn,  bien  entendu,  peut  désigner  la  fonc- 
tion V  aussi  bien  que  les  autres),  cette  valeur  6  de  a;  ne  peut 
réduire  à  zéro  ni  la  fonction  Vn^i  qui  suit  Vn,  ni  la  fonction 
Vn-i  qui  le  précède.  (Si  ¥«  désignait  V,  V„-i  désignerait  V.) 
On  a,  en  effet,  entre  les  trois  fonctions  consécutives,  Vn-i ,  Vn, 
V„+i,  une  relation  de  la  forme 

(3)  V„-,=:VnO.   -V„+„ 

et  si  deux  fonctions  consécutives  V„_i,  V„  étaient  nulles  pour  la 
même  valeur  de  x,  cette  équation  prouve  que  Vn+i  le  serait 
aussi  ;  et  comme  on  a 


Vn  —  Vn+l  Un 


n+2j 


il  en  serait  de  même  de  V„+2,  puis  de  V„+3...,  et  Ton  prouverait 
enfin  que  V^  est  nul  pour  cette  même  valeur  de  x  ;  or,  cela  est 
impossible  puisqu'il  est  égal  à  une  constante. 

Cela  posé,  substituons  à  x  deux  nombres  h  —  h  e\.h-\-hy  très- 
peu  différents  de  6,  les  deux  fonctions  Vn-i  et  V„+i  auront,  pour 
ces  deux  valeurs  de  x,  les  mêmes  signes  que  pour  x  =  b,  puis- 
qu'on peut  prendre  h  assez  petit  pour  que  V„-i  et  Vn+i  ne  chan- 
gent pas  de  signes  dans  l'intervalle  ;  mais  Vn  étant  nul  par  hy- 
pothèse pour  a?=&,  l'équation  (3)  prouve  que  Vn-i  et  V„+i  sont  de 
signes  contraires,  et,  par  suite,  quels  que  soient  les  signes  de  V^ 
pour  x  =  b  —h  Q{  pour  x  =  b-^hy  les  trois  fonctions 

V  V  V 

^  n— Ij  »  n>  ''  n+l 

présenteront  toujours  une  permanence  et  une  variation,  Vn 
ayant  nécessairement  le  même  signe  que  l'un  des  deux  qui  le 
comprennent  et  un  signe  différent  de  l'autre. 

ÂLG    sp.  B.  Ï4 
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Il  n'y  a  donc,  lorsque  x,  franchissant  la  valeur  6,  passe  de  b—h 
à  6  +  /i,  aucun  changement  dans  le  nombre  total  des  variations 
de  la  suite. 

Il  est  donc  prouvé  que  chaque  fois  que  la  variable  a?,  en  crois- 
sant d'une  manière  continue,  atteint  et  dépasse  une  valeur  qui 
rend  V  égal  à  zéro;  la  suite  des  signes  des  fonctions  V,  V,  Va, 
Yr  perd  une  variation  formée  sur  sa  gauche  par  les  signes  de 
V  et  de  V,  laquelle  est  remplacée  par  une  permanence  ;  tandis 
que  les  changements  de  signes  des  fonctions  intermédiaires  V, 
"Vî...Vr-i  ne  peuvent  jamais  augmenter  ni  diminuer  le  nombre 
total  des  variations.  En  conséquence,  si  l'on  prend  un  nombre 
quelconque  a,  positif  ou  négatif,  et  un  autre  nombre  quelcon- 
que p,  plus  grand  que  a,  et  si  Ton  fait  croître  a?  de  a  à  p,  autant 
il  y  aura  de  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  p  qui  rendent  V 
égal  à  zéro,  autant  la  suite  des  fonctions  V,  V  ...  Vr  pour  a?  =  p 
présentera,  de  variations  de  signes  de  moins  que  pour  a?  =  a. 
C'est  le  théorème  qu'il  fallait  démontrer. 

225.  Dans  les  divisions  successives  qui  servent  à  former  les 
fonctions  Va,  Vs.-.Vr,  on  peut,  avant  de  prendre  un  polynôme 
pour  dividende  ou  pour  diviseur,  le  multiplier  ou  le  diviser  par 
tel  nombre  positif  qu'on  voudra.  Les  fonctions  Va,  V3,...Vr,  qu'on 
obtiendra  en  opérant  ainsi,  ne  différeront  que  par  des  facteurs 
numériques  positifs  de  celles  que  nous  avons  considérées,  et 
qui  figurent  dans  les  équations  (2);  de  sorte  qu'elles  auront  res- 
pectivement les  mêmes  signes  que  celles-ci  pour  chaque  valeur 
de  a?. 

Cette  remarque  permet  de  faire  en  sorte  que  les  coefficients 
des  divers  polynômes  soient  entiers,  pourvu  que  ceux  de  l'é- 
quation V  =  0  le  soient  eux-mêmes.  Mais  il  faut  bien  prendre 
garde  que  les  facteurs  numériques  que  l'on  introduit  ou  qu'on 
supprime  soient  tous  positifs. 

224.  Si  Tune  des  fonctions  V,  V2.,.Vr-i  se  trouve  nulle  pour 
Tune  des  limites  a?  =  a,  a;  =  p,  il  suffit  de  compter  les  variations 
en  omettant  la  fonction  qui  est  nulle.  Cela  résulte  de  la  démons- 
tration qui  a  été  donnée  (222)  dans  le  cas  où  l'une  des  fonctions 
intermédiaires  s'évanouit.  Lorsque  la  fonction  Vn  s'annule  en 
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effet  pour  a?  =  a,  on  a  vu  que  pour  a;=a  —  hj  V„-.i,  Vn  et  Y„+i 
forment  une  variation,  et  une  seule.  Or  cette  variation  subsis- 
tera lorsqu'en  omettant  la  fonction  V„,  on  considérera  Vn-i  et 
V„+i  qui  sont  de  signes  contraires,  comme  formant  deux  fonc- 
tions consécutives. 

Si  V  se  trouve  nul  pour  x=ol,  on  en  conclut  que  a  est  racine 
de  l'équation  proposée,  et  la  règle  s'appliquera  à  la  recherche 
de  nombre  de  racines  comprises  entre  a  -j-  ^  et  p.  a  +  /i  four- 
nira entre  V  et  V'  (221)  une  permanence,  et  donnera  aux  autres 
fonctions  le  même  signe  que  la  valeur  a. 

223.  Lorsque  Ton  pourra  reconnaître  que  l'une  des  fonctions 
Vn,  intermédiaire  entre  V  et  V^,  conserve  constamment  le 
même  signe,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  p,  il  ne 
sera  pas  nécessaire  de  considérer  les  fonctions  qui  suivent  V», 
la  démonstration  pourra  se  faire  sans  aucun  changement,  en 
réduisant  la  suite  à  V,  V,  V2...Vn. 

226.  Si  l'on  prend  l'un  des  nombres  a  et  p  très-grand  et  né- 
gatif, et  l'autre  très-grand  et  positif,  en  faisant  a=—oo,  p  =:=-{- œ, 
le  théorème  de  Sturm  fera  connaître  le  nombre  total  des  racines 
réelles.  Pour  que  toutes  les  racines  soient  réelles,  il  faut  et  il 
suffit  que  leur  nombre  soit  égal  au  degré  m  de  l'équation  V=0. 
Mais  le  nombre  des  fonctions  V,  \\  Vs.-.Vr  est,  tout  au  plus, 
m-f-  1,  et,  par  conséquent,  le  nombre  des  variations,  au  plus 
égal  à  m,  ne  peut  atteindre  cette  Umite  que  si  la  suite  est  com- 
plète,  c'est-à-dire  si  les  degrés  successifs  vont  en  diminuant  pré- 
cisément d'une  unité  de  chaque  fonction  à  la  suivante.  Il  faut 
de  plus,  pour  que  toutes  les  racines  soient  réelles ,  que  la  sub- 
stitution de  —  00  à  la  place  de  x  ne  donne  que  des  variations,  et 
celle  de  +  00  que  des  permanences.  Les  degrés  des  fonctions 
étant  alternativement  pairs  et  impairs,  on  voit  aisément  que  les 
deux  conditions  exigent  l'une  et  l'autre  que  les  coefficients  des 
premiers  termes  soient  tous  de  môme  signe,  et  que  cela  est 
suffisant. 

227.  Considérons  l'équation 

x'  —  2  a;  —  5  =  0, 
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on  a 

V  =  a^— 2a?--5, 
V'=3a;^— 2. 

Pour  former  Vj,  il  faut  diviser  V  par  V;  mais  afln  d'éviter  les 
coefficients  fractionnaires,  multiplions  d'abord  V  par  3,  on  ob- 
tient ainsi  le  reste  — kx  —  15,  et  Ton  a 

V8  =  4a;+  15. 

on  divise  ensuite  Y'  par  Vj  après  avoir  multiplié  V  par  4,  ainsi 
que  le  reste  du  premier  degré;  le  reste  obtenu  est  +  643;  on  a 
donc 

V,  =  --643. 

Si  Ton  fait  dans  les  fonctions  V,V',V8,V3,  a?=—  oo,  la  suite  des 
signes  est  — | — ,  elle  présente  deux  variations;  pour  x=-{-  oo, 

les  signes  sont  +  +  "] 1  il  Y  ^  u"^  variation  seulement  et 

l'équation  proposée  admet  par  conséquent  une  seule  racine 
réelle. 

228.  Cherchons,  comme  seconde  application,  la  condition 
pour  que  l'équation 

x^+px-\-g  =  0 

ait  les  trois  racines  réelles. 
On  a 

\  =  x^ -{- px  -{-  q^ 

T  =  ^6x^  +  p, 

on  obtient  V»  et  Vj  par  les  divisions  successives.  Pour  éviter  les 
fractions ,  on  a  soin  de  multiplier  le  dividende  par  3  dans  la 
première  division,  et  dans  la  seconde,  par  4p*,  qui  est  positif, 
on  trouve 

Va  =  — 2pjî  — 37, 
V3=— 4// -  27ry». 
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Lorsque  x  passe  de  —  oo  à  +  co  ,  la  suite  V,  V,  V»,  Vs  doit 
perdre  trois  variations  ;  il  faut  donc  qu'elle  en  présente  trois  pour 
x  =  —  00,  et  n'en  ait  plus  aucune  pour  a;  =  +  oo.  G'esl-à-dire 
que  les  coefficients  des  premiers  termes 

1,  3,  —  2p,  —  4p'— 27g* 

soient  tous  de  même  signe.  On  doit  donc  avoir 

qui  sont  bien  les  conditions  obtenues  par  d'autres  méthodes. 

RÉSUMÉ. 

220.  Énoncé  du  théorème  de  Sturm.  —  221.  La  suite  des  fonctions 
définies  dans  l'énoncé  perd  une  variation  lorsque  ce,  en  croissant, 
franchit  une  racine  de  Téquation  proposée.  —  222.  Aucun  change- 
ment ne  se  produit  dans  le  nombre  total  des  variations,  lorsque  x 
franchit  une  racine  de  Tune  des  fonctions  auxiliaires.  —  225.  H  est 
permis,  dans  les  opérations,  d'introduire  ou  de  supprimer  des  fac- 
teurs numériques  positifs.  —  224.  Cas  où  l'une  des  limites  est  racine 
de  la  proposée.  —  22S.  Cas  où  l'on  peut  réduire  le  nombre  des  fonc- 
tions. —  226.  Conditions  pour  que  toutes  les  racines  d'une  équation 
soient  réelles.  —227,  228.  Applications  du  théorème. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIOIVS  SUR  LA  THEORIE  DES  DIFFERENCES. 

§  I.  Différences  des  divers  ordres. 

229.  DEFINITION  DES  DIFFÉRENCES.  Si  l'on  considère  une  suite 
de  nombres  qui  se  succèdent  suivant  une  loi  quelconque,  les 
différences,  obtenues  en  retranchant  chacun  d'eux  de  celui  qui 
le  suit,  forment  une  nouvelle  suite,  dont  les  termes  se  nomment 
les  différences  des  termes  de  la  première. 

Ainsi,  la  suite  proposée  étant  représentée  par 

[1]  2/0,  ViyVi^Vh  •••  yn-i,yn; 

la  suite  des  différences  sera 

[2]  Vi  —  y,,  2/2—2/1, 2/3—2/2,...  yn—yn-x; 

(2/1 — 2/0)  est  la  différence  de  y^;  {xji  — 1/1)»  1^  différence  de  i/i; 
(2/n--2/n-i)i  la  différence  de  y„_i.  Pour  former  la  différence  de 
^„,  il  faudrait  connaître  un  terme  de  plus  dans  la  suite  [1]. 

Pour  désigner  les  différences,  on  se  sert  souvent  du  signe  A. 

Ainsi,  Ai/k  désigne  la  différence  (2/^+1 — i/»).  D'après  cette  nota- 
tion, les  termes  de  la  suite 

2/0,  y*,  2/2>  ..•  2/«, 
auront  pour  différences 

Avo,  A?/,,  Ay,,  ...  Aî/„-^. 

230.  DÉFINITION  DES  DIFFÉRENCES  SECONDES.  Une  suitc  quel- 
conque de  nombres  étant  donnée,  leurs  différences  forment 
une  nouvelle  suite,  ayant  un  terme  de  moins  que  la  première. 
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L'on  peut  opérer  sur  cette  suite,  comme  sur  celle  qui  lui  a 
donné  naissance,  et  former  les  différences  des  différences, 
que  l'on  nomme  des  différences  secondes.  On  les  désigne  par  le 
signe  A*. 
Ainsi,  étant  donnée  la  suite 

î/0,2/l>  t/2,  ...    Vnf 

les  différences  premières  seront  désignées  par 

^2/0,  %i,  A2/2, . . .  A^„_i; 
et  les  différences  secondes 

Aî/i  — Aî/o,  A2/2  — Ai/i,  ...  Ai/„_i--Aî/„,2, 

le  seront  par 

^^y„  A%,  . . .  A2y,_2. 

Cette  nouvelle  série  a  évidemment  un  terme  de  moins  que  la 
précédente,  et,  par  suite,  deux  termes  de  moins  que  la  proposée, 

251.  Définition  des  différences  d'ordre  quelconque.  Si 
l'on  opère  sur  la  suite  des  différences  secondes,  comme  on  l'a 
fait  sur  la  suite  proposée,  on  formera  les  différences  des  diffé- 
rences secondes,  que  l'on  nomme  des  différences  troisièmes,  et 
que  l'on  désigne  par  le  signe  A^ 

Ainsi,  les  différences 

à%  —  A^i/o ,  A^^2  -  Ahj^ ,  . . .  A2y„_2  -  A'î/„_3 

se  désignent  par         A^^e,  A^t/j,  . ..  A^y„_3. 

On  conçoit  que  l'on  peut  continuer  ainsi  indéfiniment,  et  for- 
mer les  différences  quatrièmes,  cinquième?,  etc.,  qui  se  dési- 
gneront par  les  signes  A*,  A\ . .  ;  le  nombre  de  ces  différences 
n'étant  limité  que  par  celui  des  termes  de  la  suite  proposée. 
Ainsi,  deux  termes  ne  donnent  lieu  qu'à  une  différence  pre- 
mière, et  il  n'y  a  pas  lieu  déconsidérer  leur  différence  seconde. 
Trois  termes  donnent  lieu  à  deux  différences  premières  et  à  une 
différence  seconde;  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  leur  diffé- 
rence troisième.  En  général,  m  termes  donnent  lieu  à  (m  —  1) 
différences  premières,  à  (m  — 2)  différences  secondes,  ...  à 
une  différence  (w— 1)"'";  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  leur 
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différence  m™«.  Si  une  suite  est  illimitée,  on  peut  considérer  des 
difTérences  d'un  ordre  illimité. 

252.  Usage  des  différences  pour  la  formation  des  carrés. 
Nous  commencerons  par  montrer,  par  deux  exemples  simples, 
de  quelle  utilité  peut  être  la  considération  des  différences. 

Considérons  la  suite  des  carrés  des  nombres  naturels  : 

[1]  1,  4,  9,   16,  25,  36,  49,  64,  81,   100...; 

les  différences  premières  sont  : 

[2]  3,  5,  7,     9,   11,   13,   15,   17,   19. 

et  les  différences  secondes, 

[3]  2,  2,  2,     2,     2,     2,     2,     2. 


•  » 


•  î 


sont  lentes  égales  entre  elles.  La  démonstration  est  tellement 
simple,  que  nous  croyons  pouvoir  nous  dispenser  de  la  donner 
ici. 

D'après  cette  remarque,  si  l'on  voulait  former  la  table  des 
carrés  des  nombres  naturels,  on  commencerait  par  écrire  la 
suite  [2], 

[2]  3,  5,   7,  9,   11,   13,   15,   M,   19..., 

puis  le  premier  terme  de  la  suite  des  carrés,  qui  est  1  ;  et  il  est 
évident  que  chaque  carré  s'obtiendrait  du  précédent,  en  ajou- 
tant le  terme  correspondant  de  cette  suite  [2]. 
Ainsi,  on  dirait  3  et  1,  4;  4  et  5,  9;  9  et  7,  16,  etc. 

255.  Usage  des  différences  i-our  la  formation  des  cubes. 
Considérons  la  suite  des  cubes  : 

[1]        1,     8,  27,  64,    12-,  216,  343,  512,   729,..,; 
les  différences  premières  sont  : 

[2]       7,   19,  37,  61,     91,   127,   169,  217,.. .j 
les  différences  secondes  sont  : 

[3]      12,   18,   24,   30,     36,     42,     48,...; 
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et  les  différences  troisièmes, 

[4]       6,     6,     6,     6,       6,       6, 

sont  constantes  et  égales  à  6.  Cette  loi  est  générale.  En  efîet, 
quatre  cubes  consécutifs  sont  : 

a^(a  +  l)^(a  +  2)^(a  +  3)»; 
les  différences  premières  sont  : 

3a»+3a+l,  3(a+l)2  +  3(a+l)  +  l,  3(a+2f  +  3(a+2)  +  l  ; 
les  différences  secondes  sont  : 

3[(a+l)»-a^]  +  3,     3[(a  + 2)'- (a  +  l)^]  +  3, 
c'est-à-dire,  en  réduisant, 

6a  +  6,     6(a+l)  +  6; 

et  la  différence  de  ces  deux  expressions,  c'est-à-dire,  la  diffé- 
rence troisième,  est  évidemment  6. 

D'après  cela,  pour  former  un  tableau  des  cubes,  on  formerait 
successivement  les  suites  [4]  [3]  [2]  [1],  chacune  permettant 
d'obtenir  la  suivante  par  de  simples  additions.  Ainsi,  ayant  écrit 
la  suite  [3]  sur  une  ligne  verticale,  on  obtiendra  la  suite  [2]  en 
écrivant  son  premier  terme  7,  et  en  remarquant  que  chacun  des 
autres  se  forme  du  précédent  par  l'addition  du  terme  correspon- 
dant de  la  suite  [3]. 


12 

7 

18 

19 

= 

12  + 

7 

24 

37 

= 

18  + 

19 

30 

61 

= 

24  + 

37 

36 

91 

= 

30  + 

61 

42 

127 

= 

36  + 

91 

48 

169 

= 

42  4- 

127 

54 

217 

= 

48  + 

169 

60 

271 

= 

54  + 

217 

66 

331 

— 

60  + 

271 

72 

397 

=^ 

66  + 

331 

78 

469 

= 

72  + 

397 

J 
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Ayant  ainsi  formé  la  suite  [2],  c'est-à-dire  les  différences  pre- 
mières des  cubes,  chaque  cube  pourra  se  déduire  du  précédent, 
en  lui  ajoutant  la  différence  correspondante,  en  sorte  qu'ils  se 
déduiront  tous  du  premier  1,  par  de  simples  additions. 

Ainsi,  ayant  écrit,  sur  une  ligne  verticale,  les  différences  pre- 
mières obtenues  plus  haut,  on  formera  la  série  des  cubes,  comme 
l'indique  le  tableau  suivant  : 


7 

l 

19 

8=    7+      1 

37 

27=19-f      8 

61 

64  =  37+    27 

91 

125  =61 -f    64 

127 

216  =  91  +  125 

etc. 

etc. 

Le  tableau  suivant  résume  les  résultats   que  nous  venons 
d'obtenir. 


CUBES. 


DIFFÉRENCES 

DIFFÉRENCES 

DIFFÉRENCES 

ire. 

2  mes 

3me»^ 

7 

12 

6 

19 

18 

6 

37 

24 

6 

61 

30 

6 

91 

36 

6 

127   . 

42 

6 

169 

48 

217 

27 
64 
125 
216 
343 
512 
729 


Pour  former  ce  tableau,  on  écrit  d'abord,  dans  la  première 
colonne  de  gauche,  trois  cubes  consécutifs,  1,  8,  27;  on  en  con- 
clut les  deux  différences  premières,  7  et  19,  que  l'on  écrit  dans 
la  seconde  colonne,  et  la  différence  seconde  12,  que  l'on  écrit 
dans  la  troisième.  Puis,  après  avoir  écrit  plusieurs  fois,  dans  la 
quatrième  colonne,  la  différence  troisième  qui  est  toujours  6,  on 
ajoute  cette  différence  à  celle  qui  est  à  sa  gauche,  en  disant  : 
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6  et  12...  18;  6  et  18...  24;  6  et  24...  30,  etc.;  on  forme  ainsi  la 
troisième  colonne.  On  forme  de  même  la  seconde  colonne  à 
l'aide  de  celle-ci,  en  disant  :  18  et  19...  37;  24  et  37...  61;  30 
et  61...  91,  etc.  Enfin  la  seconde  colonne,  ainsi  construite,  sert 
à  former  la  première;  on  dit  :  19  et  37...  64;  61  et  64...  125;  91 
et  J25...  216,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  qu'un  nombre  quelconque  du  tableau  est  égal  au  nombre 
placé  au-dessus  de  lui  dans  la  même  colonne,  augmenté  de  celui  qui 
est  à  la  droite  de  ce  dernier  dans  la  colonne  suivante. 

%  II.  Formules  des  différences. 

254.  Expression  de  ^PUq  en  fonction  de  Wo,  Wi,  u^,...  Up, 
Lorsque  (n+ 1)  quantités 

Wo,    Wi,    W2,.    •    Uny 

sont  données,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  former,  d'après  ce  qui 
précède,  leurs  différences  successives  jusqu'à  la  n*"*  inclusive- 
ment; nous  ne  nous  bornerons  pas  cependant  aux  indications 
qui  permettent  d'efïectuer  ces  calculs,  et  nous  donnerons  la  for- 
mule qui  en  exprime  le  résultat  général. 
On  a,  d'après  les  définitions  : 

^hlg=^Ul—^l\— u.,~2^l^-\-uo,  ^^Ui■=^Ui—^Ul=Vi—2lti-{-Uiy.. , 
^^u^=^hh—^hio=(u,  -  st/a+î^i)  — («2  — 2ifj+wo) 

"  V3—  3W2+  3î^j  — 1^0. 

Sans  aller  plus  loin,  on  peut  prévoir  la  loi  suivante  :  la  diffé- 
rence de  rang  p  se  forme  en  multipliant  Up,  Up_i...  Uo  par  les  coef- 
ficiertts  du  développement  de  (x — a)^. 

Pour  montrer  que  celte  loi  est  générale,  nous  allons  faire 
voir,  qu'en  l'admeltant  comme  vraie  pour  une  différence  d'un 
certain  ordre,  elle  est  vraie,  par  cela  même,  pour  la  différence 
d'ordre  immédiatement  supérieure. 

Soit  donc  : 

,   p(/)— 1)             p(p— l)(p— 2)  ,         . 

[  1]  \hi,==up-pyr~^+  ^"TX"  "^-^~  1 .2.3 Up.,-j-...dzu,. 
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Celte  formule,  donnant  la  différence  p"^'  du  premier  terme  d'une 
suite  quelconque  en  fonction  des  {p-\-l)  premiers  termes,  nous 
pouvons  l'appliquer  au  calcul  de  Apui,  en  considérant  Wi  comme 
premier  terme  de  la  suite 

Ui,  1/2,  liiy..  i/p,  »p+i,...  w».; 

cela  revient  évidemment  à  remplacer,  dans  la  formule  [1],  Uo 
par  uu  Ui  par  1/2,...,  c'est-à-dire  à  augmenter  tous  les  indices 
d'une  unité.  On  aura,  par  suite,  en  vertu  delà  même  formule  : 

ou,  en  retranchant  Fégalité  [l]  de  Tégalité  [2]  : 

fp(p-\)(p-2)  ,   p(p  —  \)\ 
"V  rjl  ^       1.2      J"^'^-^"" 

Or  (46)  la- somme  de  deux  coefficients  successifs  du  développe- 
ment d'un  binôme  forme  un  coefficient  du  développement  de  la 
puissance  immédiatement  supérieure;  on  peut  donc  écrire  : 


(p  +  l)p(p-l)  . 

c'est  précisément  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

253.  Expression  de  u^  en  fonction  de  Wo  et  de  ses  p  diffé- 
rences SUCCESSIVES.  Réciproquement,  si  l'on  donne  Vo  et  ses  n 
différences  successives  Ai/j,  A^Wo,.-  A^,  on  peut  calculer  es 
termes  successifs  i^i,  i/jj?..  ^U\  nous  donnerons  aussi  la  formule 
générale,  à  laquelle  conduit  ce  calcul. 
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On  a,  par  définition  : 

Ui  —  Ul-\-\u^  =  U(^+^UQ  4-  ^^0  +  AX  =  "^^0  +  2  Awo  +  A^Wq  , 
Wj  =  i^-{- Aws = Wo  +  2  Ai/o  +  A' 1^0  +  Awi -f- A^ Ml , 

= Wo  +  2  Auo  +  A2 1(,  +  (Ai/o+AH^o)  4-(A=^Wo+A^'o} . 

=:1(o  +  3Amo  +  3AX4  A'î<o; 

et  l'on  aperçoit  immédiatement  la  loi  suivante. 

Le  terme  Up,  de  rang  (p  +  1)?  ^^  forme ^  en  multipliant  Uq  e^  /e« 
différences  successives^  Auq,  A^Wq,  à^^UQ..,  âi^Ua,  par  les  coefficients 
du  développement  de  (x  +  s)^* 

Pour  démontrer  que  cette  loi  est  générale,  nous  prouverons 
encore,  qu'en  l'admettant  comme  vraie  pour  un  terme  de  cer- 
tain ordre,  elle  est  vraie,  par  cela  même,  pour  un  terme  immé- 
diatement suivant. 

Supposons  donc  que  l'on  ait  prouvé  la  formule  : 

[1]  ^,  =  Mo  +  pAt.o+^^^7^^AX  +  ...  +  APUo. 

Cette  formule  donne  le  (p +!)"*"  terme  d'une  suite  quelcongiic 
Wq,  Uij  1(2,...  Upy  en  fonction  du  premier  et  de  ses  p  différences 
successives  ;  si  donc  nous  appliquons  la  même  formule  à  la  série 

AWq,  luu  Aî/2...  Ait^, 

elle  nous  donnera  le  (p+  1)"**  terme  Aw^,  en  fonction  du  pre- 
mier Awq  et  de  ses  p  différences  successives  qui  sont  évidem- 
ment A'^Mq,  A'mo...  A^'+^Wo;  on  aura  donc  : 

[2]   ^u,=^u,+p^'u,+^^^  axH-...+a^+»i/o; 
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formule  qui  se  déduit  de  [1]  en  augmentant  d'une  unité  les  in- 
dices des  A.  En  ajoutant  les  formules  [1]  et  [2],  il  vient  : 

W;,M  =u„+^ll^  =  u,  +  (p+  1)  Awo 

et,  comme  (46)  la  somme  de  deux  coefficients  consécutifs  de  la 
puissance  p  d'un  binôme  est  un  coefficient  de  la  puissance  (p-f-l), 
cette  égalité  peut  s'écrire  : 

t^.M-^^o+(p  +  l)AWo  +  ^-^±^AX 

^(p  +  l)p(p-i),,,^^..,^ 

ce  qui  est  précisément  le  résultat  qu'il  fallait  obtenir. 

S  III.  Différences  des  polynômes. 

256.  Nous  avons  reconnu  (iS52),  que  la  suite  des  carrés  des 
nombres  naturels  a  ses  différences  secondes,  et  la  suite  des 
cubes  ses  différences  troisièmes  égales  à  une  constante.  Cette 
proposition  s'étend  aux  différences  quatrièmes  de  la  suite  des 
quatrièmes  puissances,  aux  différences  cinquièmes  de  la  suite 
des  cinquièmes  puissances,  etc.  Mais,  sans  nous  arrêter  à  ces 
propositions,  nous  démontrerons  le  théorème  suivant,  dont  elles 
sont  évidemment  des  cas  particuliers. 

Théorème.  Si  dans  un  polynôme  en  x,  de  degré  m,  on  substitue 
à  X  U7ie  suite  de  nombres  en  progression  arithmétique,  les  différences 
m*""  des  résultats  obtenus  sont  constantes. 

Soit,  en  effet,  le  polynôme  : 
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Supposons  que  Ton  substitue  à  x  les  valeurs  successives  « 

désignons  par  y„  y^,  y^,,..,  T/n..., 

les  valeurs  correspondantes  de  y.  Toutes  ces  valeurs  sont  évi- 
demment des  polynômes,  de  degré  m,  en  a^o,  dont  les  coeffi- 
cients dépendent  de  h  :  car  on  a  : 

F  {x,  +  ph)  =  F-(  p/i  +  a^o)  =  F  (  vh)  +  F'  {vh)x, 

De  plus,  il  est  clair  que,  pour  passer  de  l'une  de  ces  valeurs 
à  la  suivante,  il  suffit  d'y  changer  Xa  en  {x^  +  h).  On  a,  en  effet, 
en  considérant  deux  valeurs  consécutives  de  y,  y^,  et  y^+j  : 

y,=  ¥{x,  +  ph),    y,,,  =  ¥[Xo+{p  +  l)h]; 

et  il  est  évident  que  (a;„+(p-|-l)/i}  peutse  déduire  de  (x^^+ph), 
en  y  changeant  Xq  en  {xQ-\-h). 

Cela  posé,  les  différences  premières  à^o,  ^2/i»  ^î/2-..  sont  des 
polynômes  du  degré  (m  —  1)  en  x^,  dont  les  coefficients  dépen- 
dent de  h.  On  a,  en  effet  : 

^y,  =  y,--y,  =  ¥{x,  +  h)-¥{xo)=r{x,)h  +  nx,)^^  +  .... 

Or  on  sait  que  Tix^)  est  un  polynôme  de  degré  (m— -  1), 
¥"{x^)  un  polynôme  de  degré  (m  — 2),  etc.;  la  proposition  est 
donc  démontrée  pour  ^yo.  Il  en  résulte  qu'elle  est  vraie  pour 
les  différences  suivantes,  Ayi,  Aî/a,...;  car  chacune  d'elles  se  dé- 
duit de  la  précédente,  en  changeant  x^^  en  {Xf^-\-h);  ce  qui  ne 
change  pas  son  degré,  par  rapport  kxç^. 

La  série 

[2]  Ai/o,  A//,,...,  A?/„..., 

pourrait  donc  s'obtenir,  en  substituant  successivement  à  x,  dans 
un  certain  polynôme,  de  degré  (m —  1),  les  valeurs  x^.x^+h..,. 


DES  DIFFÉRENCES.  225 

Si  donc  nous  appliquons  à  cette  suite  ce  qui  a  été  dit  de  la 
suite, 

déduite  de  la  même  manière  d'un  polynôme  de  degré  w,  nous 
verrons  que  les  différences  des  termes  de  la  série  [2],  c'est- 
à-dire 

[3]  A^Vo,  A't/,,...,  A'j/,, 

sont  des  polynômes,  de  degré  (?n —  2),  en  Xo,  et  que  chacun  se 
déduit  du  précédent,  on  y  changeant  Xq  en  {xQ-{-h);  en  sorte 
qu'ils  peuvent  tous  se  déduire  d'un  môme  polynôme,  en  y  chan- 
geant X  enxoj  Xq-{-  h,  0^0  +  2 /i,... 

Si  nous  appliquons  à  la  suite  des  différences  secondes  le 
théorème  dont  nous  avons  déjà  deux  fois  fait  usage,  nous  ver- 
rons que  les  différences  des  termes  de  la  série  [3],  c'est-à-dire 

[4]  A^i/o,  A't/,,...,  AMy^, 

sont  des  polynômes,  de  degré  {m  —  3),  en  a?,. 

Et,  en  continuant  de  la  même  manière,  nous  verrons  que  les 
différences  quatrièmes  sont  des  polynômes  de  degré  (m  —  4),  les 
différences  cinquièmes,  de  degré  (m—  5),...  et  enfin  les  diffé- 
rences mr^'y  de  degré  0,  c'est-à-dire  indépendantes  de  Xo;  ce 
qui  prouve  le  théorème  énoncé.  Car,  pour  obtenir  chacune  de 
ces  différences,  on  doit  changer,  dans  la  précédente,  Xo  en 
(Xq-j-Ii);  et  elles  sont,  par  conséquent,  constantes,  quand  elles 
ne  contiennent  pas  a?,. 

257.  Remarques.  En  revenant  sur  les  détails  de  la  démon- 
stration précédente,  on  peut  faire  plusieurs  remarques  utiles. 

Remarque  I.  On  a  trouvé  la  formule  : 

==F(X,)h  +  r{x,)^^+,..+  ^{^}^. 

On  voit  que  l'accroissement  h  est  facteur  dans  le  second  mem- 
bre; et  qu'il  le  sera  encore,  si  l'on  remplace  x  par  {xç^-\-h), 
(ic, -|-2/î),  pour  former  les  différences  A!/i,  Ay^,..,;  en  sorte 
ÂLG.  sp.  B.  15 
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que  toutes  les  différences  premières  contiennent  en  facteur  l'ac- 
croissement h. 


Remarque  II.  Il  est  évident  que,  si  le  polynôme  proposé  ¥(x) 
renfermait  h  en  facteur,  ce  facteur  se  retrouverait  dans  les  dé- 
rivées successives  ¥'{x),  F"(a7o)...  F"'(a;o);  et,  par  suite,  tous  les 
termes  de  la  différence  contiendraient,  non  plus  seulement  h, 
msiïsJf  en  facteur.  Il  résulte  de  là  que,  la  différence  première 
étant  un  polynôme  qui  contient  h  en  facteur,  la  différence  se- 
conde contiendra  h^  en  facteur  à  tous  les  termes.  La  formule  [1] 
prouve,  en  général,  que,  si  un  polynôme  F  (a;)  contient  en  fac- 
teur une  puissance  h^  de  /i,  sa  différence  contiendra  à  tous  les 
termes  le  facteur  /i^+*;  et  il  en  résulte  de  là,  que  les  différences 
des  différences  secondes,  c'est-à-dire  les  différences  troisièmes, 
contiendront  le  facteur  h^,  que  les  différences  quatrièmes  con- 
tiendront le  facteur  h\  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que,  si  l'accroissement  h  décroît  de  plus  en  plus,  les 
différence  décroîtront  suivant  une  loi  d'autant  plus  rapide  que 
leur  ordre  sera  plus  élevé. 


Remarque  III.  L'expression  générale  de  Aj/o, 


Ai/o  =  F'(a;o)/^  +  F''(rro)~  + 


est,  comme  nous  l'avons  dit,  un  polynôme,  de  degré  (m —  1), 
que  l'on  peut  ordonner  suivant  les  puissances  de  x^.  Si  Ao;'"  re- 
présente le  premier  terme  de  F  (a?),  il  est  facile  de  voir  que  le 
premier  terme  de  At/o  sera  le  premier  terme  de  ¥'  {Xq}!}.,  c'est- 
à-dire,  m  Aie*"-* /i;  et  que,  par  suite,  A?/o,  Ai/i,  At/j...,  s'obtiendront 
en  substituant  à  x  les  valeurs  a?o,  {x^  -f  h),  {x^  +  2/i)...  dans  un 
polynôme  dont  le  premier  terme  est  mhkx'^~\  En  appliquant 
à  ce  polynôme  le  résultat  trouvé  pour  F  (a?),  on  verra  que  les  dif- 
férences premières  de  ce  polynôme,  c'est-à-dire  les  différences 
secondes  de  F  (a;),  peuvent  s'obtenir  en  substituant  à  x  les  va- 
leurs a?o,  (a?o  +  /i)...,  dans  un  polynôme  dont  le  premier  terme 
est  'm{m—\)khH'^-'^.  On  verra  de  même,  que  le  premier 
terme  du  polynôme,  qui  donneiait  les  différences  troisièmes. 
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est  m  (m—  1)  (m  —  2)  kh^x'^K  Enfin  la  différence  m»»,  qui  se 
réduit  à  un  seul  terme,  puisqu'elle  est  indépendante  de  Xq,  est  : 

m(m  — 1)  (m  — 2)  (?n— 3)...  2A/i"*. 

Les  polynômes  en  x,  dont  il  est  question  ici,  se  nomment  les 
différences  première,  deuxième,  troisième,...  77^""%  du  polynôme 
y  =  F(x)j  et  se  désignent  parles  notations  \y,  ^}y,  A'y,...  A"" y. 

258.  Application  au  polynôme  du  troisième  degré.  Si  nous 
considérons  le  polynôme  du  troisième  degré  : 

[1]  y  —  x^-\-px^'-}-qx-{-r, 

nous  trouverons  sans  peine,  en  y  remplaçant  x  par  (x+h),  et 
en  retranchant  [1]  du  résultat  : 

[2]         ^y=3x^h  +  (3h^  +  2ph)x  +  li'+ph'  +  qh; 

de  même,  en  remplaçant  x  par  (x-\-h)  dans  [2],  et  en  retran- 
chant ensuite  [2]  du  résultat,  on  a  : 

[3]  A*t/  =  6a;/i2+  6/i'+  '2ph^; 

et,  en  opérant  sur  [3]  de  la  même  manière,  on  a  : 

[4]  ^^y  =  6hK 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  A?/o,  ^Vi,  A^2---;  ^^yo,  A^i/j...,  il 
suffira  de  remplacer,  dans  le  second  membre  des  formules  [2] 
et  [3],  X  par  a?o,  {^^-{-h),  etc. 

Si  l'on  voulait  foraier  les  valeurs  numériques  de  la  fonction  y 
et  de  ses  différences,  il  faudrait  procéder  comme  on  Ta  indiqué 
pour  former  le  tableau  des  cubes. 

259.  Exemple.  Soit,  par  exemple,  le  polynôme 

y  =  x^  —  bx"^ -\-  6x  —  l; 

formons  les  valeurs  que  prend  ce  polynôme  pour  des  valeurs 
entières  de  la  variable.  Si  Ton  fait  successivement  07  =  — i,a;=^0, 
a;=  1,  on  trouve  pour  valeurs  correspondantes  àe  y,y  =  —l3, 
î/  =  — Ij  ^=1,  dont  les  différences  premières  sont  12  et  2,  et  la 
différence  seconde  est  —  10.  Quant  à  la  différence  troisième 
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de  y,  on  sait  qu'elle  est  égale  à  6.  On  disposera  ces  résultais  de 
la  manière  suivante  : 


X 

y 

A?/ 

\hj 

^hj 

6 

6 

6 

—  1 

—  13 

12 

—10 

6 

0 

—  1 

2 

6 

+  1 

+  1 

6 

et  Ton  remplira  ensuite  les  différentes  colonnes,  en  remarquant 
que  chaque  terme  de  Tune  d'elles  (la  première  colonne  exceptée") 
est  égal  à  celui  qui  est  au-dessus .  augmenté  du  terme  corres- 
pondant à  ce  dernier  dans  la  colonne  placée  à  sa  droite.  Celte 
remarque  permet  évidemment  de  prolonger  les  colonnes  dans 
les  deux  sens  ;  on  trouve  : 


X 

y 

^y 

^hj 

A»y 

—   5 

—   281 

112 

—   34 

6 

—  4 

—  169 

78 

—  28 

6 

—  3 

—  91 

50 

—  22 

6 

—  2 

—  41 

28 

—  16 

6 

—  1 

—  13 

12 

—  10 

6 

0 

—   1 

2 

—  4 

6 

I 

+   1 

—  2 

+  2 

6 

2 

—   1 

0 

+  8 

6 

3 

—   1 

8 

+  14 

4 

+   7 

22 

5 

+  29 

Pour  prolonger  d'abord  la  colonne  des  différences  secondes  vers 
lebas,ondit:  — 10  +  6..  .— 4;— 4  +  6..  .2;  +  2  +  6. ..  8,ctc. 
On  prolonge  de  même  la  colonne  des  différences  premières,  à 
l'aide  de  la  précédente,  en  disant  :  —  4  +  2. ..  —  2;+2--2...0; 
8  +  0. . .  8,  etc.  On  prolonge  de  même  la  série  des  valeurs  de  y 
(qui  correspondent  à  a;  =  2,  3,  4, . . .  )  en  disant  :  —  2  +  1. . .  —  1  ; 
0=1...  —  1;  8  —  I...7,  et  ainsi  de  suite. 
Pour  prolonger  les  colonnes  vers  le  haut,  on  remarque  qu'un 
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terme  d*une  colonne  est  la  différence  entre  le  terme  placé  au- 
dessous  de  lui  dans  la  même  colonne,  et  le  terme  placé  à  droite 
et  au-dessus  dans  la  colonne  suivante.  On  prolonge  donc  d'abord 
la  colonne  intitulée  A^i/,  en  disant  :— 10  — 6.. .  — 16;  — 16 
— 6. . .  —22  ;  — 22  — 6. . .  —28,  etc.  On  prolonge  ensuite,  à  l'aide 
de  celle-ci,  la  colonne  des  A?/,  en  disant  :  12 — ( — 16)...  28; 
28  —  (—22)...  50,  etc.  On  prolonge  enfin  la  série  des  valeurs 
de  y,  en  disant;  —  13  — 28...  — 41  ;  — 41— 50.  ..  —  91,et ainsi 
de  suite. 

240.  Remarque.  On  voit,  par  l'exemple  précédent,  que,  pour 
calculer  les  valeurs  d'un  polynôme  du  troisième  degré,  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  entières  de  la  variable,  il  suffit  de  con- 
naître celles  qui  correspondent  à  trois  nombres  entiers  consé- 
cutifs —  1, 0,  -f- 1  ;  en  se  fondant  sur  ce  que  la  différence  troisième 
est  constante,  il  est  très-facile  d'obtenir,  par  de  simples  addi- 
tions, les  valeurs  suivantes. 

Si  le  polynôme  proposé  était  du  quatrième  degré,  la  différence 
quatrième  serait  constante  ■  et,  pour  former  la  série  de  ses  va- 
leurs, il  suffirait  de  connaître  quatre  valeurs  consécutives.  Il  en 
faudrait  cinq  pour  un  polynôme  du  cinquième  degré  ;  et  ainsi 
de  suite.  Il  faudrait  en  connaître  m  pour  un  polynôme  du  m*"» 
degré. 

g  IV.  Différences  des  fonctions. 

241.  Définition.  Soit  une  fonction  quelconque  y  =  ¥{x).  Si 
l'on  désigne  par  x  une  quelconque  des  valeurs  attribuées  à  x^  et 
par  {x  -{-  h)  la  valeur  suivante,  l'expression 

^y  =  \{Fx)  =  FÇx  +  h)  —  F(x) 

se  nomme  la  différence  première  de  F{x).  De  môme,  si  l'on  cbange 
X  en  {x-\-h)  dans  AF(a7),  la  différence 

A^y  =  \''F{x)  =  ^¥{x  +  h)  -  \F{x) 

se  nomme  la  différence  seconde  de  F(a;).  Et  ainsi  de  suite. 

Exemple.  Soit  :  y  =  a'. 
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On  a  :  Ay  =^  a^^''  —  a''^  a%a^  —  1), 

c'est-à-dire  que  la  difl'érence  première  s'obtient  en  multipliant 
la  fonction  par  la  constante  a'.  On  a,  par  suite  : 

A^y  =  a%a^  —  1)%  ^hJ  =  a^ia^  —If,...  k'y  =  a%a''  —  If. 

§  V.  Usage  des  différences  pour  la  construction  des  tables  numériques. 

242.  Tables  numériques.  La  considération  des  différences 
est  fort  utile  dans  la  construction  des  tables  de  toute  espèce.  Il 
arrive,  en  effet,  presque  toujours  que,  dans  une  série  de  nom- 
bres résultant  d'une  loi  régulière,  et  suffisamment  rapprochés 
les  uns  des  autres,  les  différences  tendent  de  plus  en  plus  vers 
l'égalité,  à  mesure  que  leur  ordre  s'élève.  En  négligeant  des 
quantités  fort  petites,  on  pourra,  à  partir  d'un  certain  ordre, 
leur  supposer,  dans  un  certain  intervalle,  une  valeur  invariable, 
et  construire  la  table  comme  s'il  s'agissait  des  valeurs  d'un  poly- 
nôme. 

Ne  pouvant  donner  ici  la  raison  de  ce  fait  général,  nous  nous 
bornerons  à  le  développer  sur  deux  exemples. 

245.  Exemple  I.  Si  l'on  pose  : 

y  =  log  0?, 


on  aura  : 


ou 


Ay  =  log  (X  +  fi)  —  log  (x)  =  log  (  1  +  -)> 
Ay  =  logeg~|,  +  g,..) 


Puis  :         A^i/  =  log  [x  +  2/i)  —  2log  (x  +  h)  +  log  x 

=  log  {x  +  2/i)  —  log  o;  —  2  j  log  {x  +  k)  —  log  X 

=iog(.+f)_.,og(i+g, 

OU  A^i/  =  ~loge^-,--^+...j. 
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Puis  : 

A'y  =  \0g{x  +  3/i)  —  3log  (X  +  2/1)  +  3log  {x  +  h)^\ogx     • 

=  .Og(l  +  |)-3.08(l+|)  +  3lOg(.+9 

OU   A«t/  =  loge(^-^-etc.j. 

Si  Ton  suppose,  par  exemple,  x  —  10000  et  /i  =  1,  il  viendra  : 

Aï/ =  0,000043427276863, 

A2|/  =  0,000000004342076, 

A*î/  =  0,000000000000&68  ; 

et,  si  Ton  ne  voulait  avoir  les  résultats  qu'avec  dix  chifTres  dé- 
cimaux, on  pourrait  négliger  longtemps  les  différences  du 
quatrième  ordre,  et  procéder  comme  si  la  différence  troisième 
était  constante.  On  formera  donc  successivement  les  colonnes 
des  différences  troisièmes,  secondes,  premières,  comme  au 
ri°  259;  d'où  l'on  déduira  les  logarithmes  des  nombres 
10001,  10002,  10003,  en  partant  de  celui  de  100000,  qui  est 
4,000000000000000.  11  faudra  vérifier  les  résultats,  au  moyen 
de  logarithmes  obtenus  directement  à  des  intervalles  éloignés, 
La  méthode  des  différences  devra  les  donner  exacts,  avec  le 
nombre  des  chiffres  que  l'on  veut  conserver.  Lorsque  le  dernier 
de  ces  chiffres  cessera  d'être  exact,  on  calculera  de  nouveau,  à 
priori,  au  moyen  des  formules  (245),  les  différences  Ay,  A^y, 
^Hj;  et  Von  se  servira  de  ces  nouvelles  valeurs  comme  des  pré- 
cédentes. 

<i44.  Exemple  IL  Soit  proposé  de  calculer,  à  7  décimales 
exactes,  une  table  de  logarithmes  des  sinus  de  10  en  10  se- 
condes, depuis  72°  jusqu'à  72°  l'30^ 

Nous  savons  que 

sin  720  =  iv/l0  +  2v/5  =  0,9510565, 
COS720=i(v'5— l)=70.3090170; 
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donc,  en  prenant  les  logarithmes  de  ces  deux  valeurs,  et  ajou- 
tant, comme  on  le  fait  toujours,  dix  unités  à  chacun  d'eux  : 

log  sin  72»=  9,9782063255, 

logcOS72<'  =  9,4899824. 

Reprenons  les  formules  précédentes  : 

2/  =  loga?, 

A2/  =  logeg-^,+  ....), 

A«2/  =  loge(i-,-....). 

Nous  cherchons  ici  log  sin  <p,  cp  étant  égal  à  72»,  donc  : 

a;  =  sin  y. 

Déterminons  maintenant  Taccroissement  h  du  sinus,  correspon- 
dant à  un  accroissement  de  l'angle  de  10". 

On  a  :  h=:  sin  (cp  +  lo")  —  sin  cp  ; 

sin  (cp  +  lO'O  =sincp.  cos  10"  +  cos(p.sin  10". 

Mais  rare  10"  =  ^^^J^  =  0,00004  84813681....<-i. 

Or,  comme  sin  ic> a? —  --, 

6 

le  sinus  de  10"  ne  diffère  de  son  arc,  que  d'une  quantité  moindre 

que  J  [j^,j  ,  ou  de  moins  de  j^.  De  plus,  cos  a; >  1  —  |-; 

donc  le  cosinus  de  10''  ne  diffère  de   l'unité,  que  de  moins 

que  I  ( -^J  ,  ou  que  d'une  unité  du  neuvième  ordre.  On  peut 

donc,  dans  la  valeur  de  sin  (cp+  10"),  remplacer  cos  10"  par  1, 
et  sin  10"  par  arc  10",  et  écrire  : 

sin  (cp  +  1 0")  =  sin  cp  -f  cos  cp  x  arc  1 0''; 
donc,  avec  une  approximation  de  ~g  : 

/i=:cosyXarc  10". 
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L'angle  cp  est  égal  à  72°;  donc,  en  négligeant  /i^,  on  a  : 

,        00372"  X arc  10" 
^2/=loge -^^ô . 

Or  :  log  (log  e)  =  1,637  7843 

logCOS  72«=T,489  9824 

log  10"  =  5, 685  5749 

GMogsin  720  =  0,021  7937 


donc  log  A?/ =  6,835  1353 

et  Ai/  =  0,000  0068412. 

Gomme  nous  calculons  les  valeurs  de  log  sin  <p,  à  7  décimales 
exactes,  les  valeurs  de  — g,  -^  et,  par  suite,  de  A^,  nlnfluent 

plus  sur  le  résultat  que  nous  cherchons  ;  et  la  fonction  trans- 
cendante log  sin  9,  dans  les  limites  indiquées ,  peut  être  con- 
sidérée comme  une  fonction  algébrique  du  premier  degré, 

fonction  qui  augmente  de  r^  environ  pour  chaque  10"  d'aug- 
mentation de  l'angle  f. 

Pour  être  assuré  de  l'exactitude  du  dernier  résultat,  il  faudra 
calculer  à  8  décimales  et  former  une  progression  arithmétique, 
dont  le  premier  terme  est  : 

log  sin  72"»  =  1,978  20632.... 

et  dont  la  différence  est  684.  E>  nous  bornant  aux  quatre  der- 
niers chiffres  des  logarithmes,  la  progression  sera  : 

0632,   1316,   2000,  2684,  3368,  4052,  4736,  5420,  6104,   6788. 

Supprimant  le  dernier  chiffre,  et  ajoutant  une  unité  du  sep- 
tième ordre,  lorsqu'il  est  plus  grand  que  5,  nous  aurons  : 

log  sin  7200'  0"=r,978   2063 

log  sin  720û'lO"  =  T,978  2132 

log  sin  72«0'2C/''  =  1,978  2200 
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log  Sin  72'>0'30''  =  T,978  2268 

log  sin  72^0'40"=  1,978  2337 
log  sin  72*'0'50"=rî,978  2405 
log  sin  72«r  0"  =  ï,978  2474 
log  sin  72n'10"  =  î,978  2542 
logsin72n'20"  =  1,978  2610 
log  sin  72n'30"  =1,978  2679 

Ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  les  valeurs  fournies  par  les 
tables  de  Gallet. 
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EXERCICES - 

h  Trouver,  à  l'aide  des  différences ,  la  somme  des  carrés,  la  somme  des  cu- 
bes ,  etc. ,  des  p  premiers  nombres  entiers. 

„0n  applique  la  formule  du  n°  «35,  en  posant  Mp=l'»-f- 2''4-3'»-t- ....4-p« 
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II.  Calculer  les  valeurs  que  prend,  pour  des  valeurs  entières  de  la  variable, 
le  polynôme 

III,  Prouver  que ,  si  9(0;)  désigne  une  fonction  quelconque  d'une  variable 
et  que  Ton  considère  la  suite 

«?(«),        <fix  +  h),      ç(a;  +  2/i),...ç(a:  +  nfc), 
les  fractions  ^,      ^,      ^...., 

ont  respectivement  pour  limites  les  dérivées  du  premier,  second,  troisième  or- 
dre de  (f{x).  En  conclure  que,  si  h  est  petit,  les  différences  sont,,  en  général, 
d'autant  plus  petites  que  leur  ordre  est  plus  élevé. 


CHAPITRE  II. 

J>E    L'IXTERPOLATION. 

§  I.  Énoncé  de  la  question. 

243.  DÉFINITION.  L'interpolation  consiste  à  insérer,  entre  les 
termes  d'une  suite,  de  nouveaux  termes  assujettis  à  la  même  loi. 
Ce  problème  est  quelquefois  très-facile,  lorsque  la  loi  des  termes 
de  la  suite  est  connue.  C'est  ainsi  que,  entre  deux  termes  d'une 
progression,  on  peut  insérer  par  un  procédé  fort  simple ,  un 
nombre  donné  de  moyens.  Si  l'on  considère ,  au  contraire,  des 
nombres  quelconques  dont  la  loi  soit  inconnue,  le  problème  de 
l'interpolation  devient  complètement  indéterminé  ;  et  pour  le 
résoudre,  il  faut  imposer  aux  termes  inconnus  une  condition  qui 
fasse  disparaître  l'indétermination.  Cette  condition  est,  le  plus 
souvent,  que  les  différences  d'un  certain  ordre  seront  égales  à  zérOy 
On  en  a  vu  un  exemple  dans  la  détermination  des  logarithmes 
des  nombres  non  compris  dans  la  table  ;  admettre ,  en  effet , 
comme  on  le  fait,  que  l'accroissement  des  logarithmes  est  pro- 
portionnel à  celui  des  nombres,  c'est  admettre  que,  pour  des 
accroissements  égaux  des  nombres,  les  accroissements  des  lo- 
garithmes sont  aussi  égaux;  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  dif- 
férence première  des  logarithmes  est  constante ,  et  que ,  par 
suite,  la  différence  seconde  est  nulle.  Dans  le  cas  des  logarithmes, 
les  tables  pjrmettent,  d'ailleurs,  de  vérifier  qu'il  en  est  à  peu 
près  ainsi  pour  des  accroissements  du  nombre  égaux  à  l'unité  ; 
et  l'on  conçoit  qu'il  doit,  à  fortiori ,  en  être  de  même  pour  des 
accroissements  plus  petits  :  nous  avons  d'ailleurs  montré  (245), 
que  les  différences  secondes  des  logarithmes  diminuent  rapide- 
ment. Cette  loi  s'apphque ,  du  reste ,  à  toutes  les  fondions  ; 
lorsque  la  variable  croît  par  degrés  égaux  de  plus  en  plus  petits, 
les  différences  de  la  fonction  diminuent  d'autant  plus  rapide- 
ment que  leur  ordre  est  plus  élevé.  Lors  donc  que,  dans  la  con- 
struction d'une  table,  on  apercevra  que  les  différences  d'un 
certain  ord^-e  deviennent  sensiblement  nulles,  on  pourra  ad- 
mettre qu'il  en  serait  à  fortiori  de  même  pour  des  accroisse- 
ments plus  petits  ; 
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Et  alors  le  problèaie  de  l'interpolalion  peut  s'énoncer  ainsi  : 
Connaissant  les  valeurs  u^,  Ui,  ii2v--Un  d'une  fonction,  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  Xo,  Xo  +  h,  Xo+ 2h...Xo4-nb,  de  la 
variable;  en  admettant  que,  pour  des  accroissements  égaux  quel- 
conques de  X,  les  différences  (n  +  1)"'"  de  la  fonction  soient  égales  à 
zéro ,  trouver  les  valeurs  de  cette  fonction  qui  correspondent  à  une 
valeur  donnée  de  x  comprise  entre  Xo  et  Xo  +  nh. 

§  II.  Formules  d'interpolation. 
SÎ4G.  Formule  de  newton.  Reprenons  la  formule 

r,-                 I     K      I  ^U"  — 0a2      I  n{:n—\){n — 2)., 
[IJ    Wn  =  Wo  +  «^Wo  +  -^Y-^AXH YJ^ ^''' 

n{n—\)....{n-n  +  \) 
"^•'••"■^  \^~^  ^"^ 

qui  a  été  démontré  (25o\ 

Supposons  que  la  dernière  valeur  de  x,  pour  laquelle  u  est 
connu,  soit  représentée  par  x^,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  : 


la  formule  [1]  devient  : 


^1— d^o 

et,  par  suite ,  n  =  — r — 


0:^1  —  ^0 


[2]     t/„  =  7/,  +  -i-^AWo-f  12 


ÊSKSzO.. 


Si,  dans  le  second  membre  de  cette  formule,  on  remplace  x^ 
par  la  lettre  indéterminée  x,  on  formera  une  fonction  <p(a;), 


[3]        9  {x)  =  î/o  +  - 
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qui,  évidemment  prend  la  valeur  w„  pour  a?  =  a7i,  c'est-à-dire 
pour  x=^Xq-{-  nh. 

Je  dis,  de  plus,  que  si  Ton  y  donne  à  x  les  valeurs,  x^,  x^  -f-  h, 
iTo  +  2^,...  a?o  +  (n—  l)/i,  9  (x)  deviendra  successivement  Wq,  Wi, 
^2,...  Un-i',  et,  comme  d'ailleurs  cette  fonction  est  un  polynôme 
du  degré  n-,  dont  la  différence  n""'  est  constante  (233),  elle  rem- 
plit toutes  les  conditions  imposées  par  l'énoncé,  et  elle  est,  par 
suite,  la  solution  du  problème  proposé. 

Faisons,  en  effet,  dans  la  fonction  cp  (x), 

x  =  Xo-{-pfi, 

cette  valeur  pouvant  représenter  toutes  les  autres,  si  le  nombre 
arbitraire  p  devient  successivement  0,  l,...n. 
On  aura  : 

[4]      <^{x+ph)  =  u,+p^u,-i•P^^~^^^\  +  .... 

p(p^\),...(p—p-\.Vj 

+ TJZ:p ^''°' 

et  les  termes  suivant  disparaissent  ;  car  — 7— ^  devient  égal  à 

j9,  et  par  suite,  chacun  des  termes,  à  partir  du  (p  +  1)"'%  con- 
tient (p — p)  parmi  les  facteurs  de  son  numérateur.  Or,  le  se- 
cond membre  de  la  formule  [4]  est  (235)  l'expression  de  u/,  et, 
par  suite ,  la  fonction  cp  {x)  devient,  comme  nous  Tavions  an- 
noncé, égale  à  w^,  quand  on  fait  x:=XQ-\-ph,  et  elle  remplit 
les  conditions  de  l'énoncé. 

247.  REMARQrjE  I.  En  écrivant,  comme  nous  l'avons  fait,  la 
formule  : 

il  faut  avoir  bien  soin  de  ne  pas  supprimer  les  facteurs  com- 
muns aux  deux  termes  des  derniers  coefficients.  Ainsi,  par 
exemple,  le  coefficient  de  A"Uo  est  l'unité  ;  mais  on  doit  l'écrire  : 

n{n  —  \),...{n  —  n-\-\)  ^ 
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ce  qui  fournit,  par  la  substitution  de 


h 
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-  à  ?i,  dans  le  numé- 


rateur, un  polynôme  bien  différent  de  Tunité. 

248.  Remarque  II.  La  fonction  o  (a?),  que  nous  avons  trouvée 
(24G),  est  le  seul  polynôme  en  a?,  qui  puisse  résoudre  le  pro- 
blème tel  qu'il  a  été  posé.  En  effet, la  différence  (n+  !)-•'  devant 
être  nulle  d'après  l'une  des  conditions,  le  polynôme  ne  peut 
avoir  de  termes  de  degré  plus  élevé  que  le  n•»^  Or,  un  tel  poly- 
nôme étant  désigné  par  ^  (a?),  et  devant  prendre  les  mêmes  va- 
leurs quccû(j;),  savoir  1^0,  ^u  W2,.--'î^n,  pour  x-=x^,  Xx,  Xi,...Xn, 
il  faut  que  la  différence  <f{x)—^  {x)  s'annule  {n  +  1)  fois ,  ou 
en  d'autres  termes,  que  l'équation 

^{x)  —  ^ix}=0, 

admette  au  moins  (n-f- 1)  racines,  x^,  Xi,  x^-...  Xr,;  ce  qui  exige, 
puisqu'elle  est  du  degré  n,  que  son  premier  membre  soit  iden- 
tiquement nul,  et  que,  par  suite,  les  fonctions  cp  et  <}/  soient  iden- 
tiques. 

249.  Exemple.  Nous  donnerons  une  application  de  la  méthode 
précédente.  Supposons  que  l'on  veuille  obtenir  le  logarithme 
de  3,1415926536,  par  le  moyen  d'une  (able  de  logarithmes 
à  dix  décimales.  On  regardera  les  logarithmes  contenus 
dans  cette  table,  comme  les  valeurs  données  de  la  fonction  w,  les 
nombres  comme  celles  de  a?,  et  l'on  formera  le  tableau  suivant: 


X 

u 

Au 

A^u 

A*u 

A<w 

3,14 
3,15 
3,16 
3,17 
3,18 

0,4969296481 
0,4983105538 
0,49968-0826 
0,5010592622 
0,5024277200 

0,0013809057 
0,0013765288 
0.0013721796 
0,0013678578 

—0,0000043769 
—0,0000043492 
—0,0000043218 

0.000000077 
0,000000074 

-0,0000000003 

La  différence  quatrième  étant  extrêmement  petite,  on  peut 
considérer  la  différence  cinquième  comme  nulle. 
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Pour  appliquer  la  formule 


(^')f-^'-0 

1.2 


[3]  u,  =  u,+  ^-^o  â.u'  +  '     "     '^'^  " L  AV 


1.2.3  ^'^' 


e-^)(^'-')(^-^)r-x^°-3).,. 

nous  devons  faire  : 


-I  1.2.3.4  "~~   ^'■'^ 


î/g  =   0,4969296481, 

Aî/o=   0,0013809057, 

AX  =  —  0,0000043769, 

A'wo  =   0,0000000277, 

A*Wo  =  —  0,0000000003; 

et  comme  /i  =  o,oi, 

iTû  =  3,14,  a?  — fl?o  =  0,0015926536, 


on  obtiendra  : 


—     1 


^   ^"   0,15926536,  — ^1— =  —  0,42036732. 


/i  ' '  2 


3 


ii- -=  —  0,61357821,     — ^- =  —  0,71018366. 


Avec  ces  valeurs,  il  sera  facile  de  mettre  en  nombres  la  for- 
mule [3],  qui  donnera  : 

u^  =  log  3,1415926536  =  0,4971498727. 

230.  Formule  de  Lagrangé.  Il  existe  une  autre  formule,  qui 
fait  connaître  approximativement  les  valeurs  d'une  fonction  u, 
lorsqu'on  connaît  les  valeurs  i/o»  Wi,  Wj)  • .  •  Wn,  qu'elle  prend  pour 
des  valeurs  Xq,  o^i,  rca, ...  con,    de  la  variable.  Nous  supposons 
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comme  précédemment,  que  u  soit  une  fonction  rationnelle  de 
X,  du  degré  n.  Soit  donc  : 

w,  =  a  -|-  pa?  +  YOî'  + . . .  +  fxo;'*  ; 

on  aura  :  w^  =  a  +  ^x^  +  yo^o'  +  •  •  •  +  f^^o", 

î/i  =  a  +  PXi  +^Xi^+  . . .  +  [t-xr. 


Wn  =  a  +  P^r»  +  )'Xn^-\- ...  +  v:r„"  ; 

et  l'on  pourrait  déterminer  a,  p,  y, ...  (a,  en  résolvant  ces  équa- 
tions, qui  sont  du  premier  degré  ;  mais  on  se  dispense  de  celte 
résolution,  en  posant  : 

î/ar  =  XoWo  +  XiW,  +  Xal/a  +  .  . .  +  XnU„. 

Xo,  X,,  Xa, . . .  Xn,  sont  des  fonctions  de  a?,  assujetties  aux  con- 
ditions suivantes  : 

Pour  a; =0^0  .*  Xi,  Xa, . ..  X„,  doivent  s'annuler  et  Xo  devenir 
égal  à  l'unité; 

Pour  x  =  Xi:  X^,  Xj, . . .  X„,  doivent  s'annuler,  et  Xi  devenir 
égal  à  l'unité; 

Pour  x  =  X2:  Xq,  Xi,  X3, ...  X„,  doivent  s'annuler,  et  Xa  de- 
venir égal  à  l'unité. 

Pour  x  =  Xn:  Xq,  Xj,  ...  X„_i,  doivent  s'annuler  et  X„  deve- 
nir égal  à  Tunité. 

Il  est  évident,  en  effet,  que,  d'après  ces  conditions,  t/^r  devien- 
dra égal  à  i/o>  Wi, .  •  •  Un  pour  les  valeurs  iCo,  Xi...  x^de  x. 

Or,  Xo  s'annulant  pour  les  valeurs  Xu  x<^,...  de  x,  on  peut 
poser  : 

Xo  =  Ao  (a;  —  Xi)  (rc  —  o-s) ...  {x  —  Xn)\ 
Alg.  sp.  B.  16 
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et  comme,  pour  a7=rPo,  on  doit  avoir  Xo  =  1,  on  posera 


A.= 


(a?o  —  x^)  {x,  —  x^)...  (a^o  —  Xn) ' 
en  sorte  que 

X  —   ix  —  x,){x—x^)...{x  —  Xn) 
'      {x,  —  x,){x,—  x^],,.{x^—Xn? 

On  trouvera  de  même  : 

X  --.   (^— ^o)  (^  —  ^2)  "^  {x  —  X,) 

*         {Xi  —  X,)  {x,  —  X^),..  {x,  —  Xr,Y 

^   __  {X  —  X^){X—X,)  (X  —  Xs)...  (X  —  Xn) 
iX^  —  X!,){X2  —  Xi)...{X2  —  X^)         ' 

et  ainsi  de  suite  :  la  formule  cherchée  est  donc  :  ' 

u  z=u    (^~-^0(^— ^^^•••^^— ^^)     I  ^    {x—x,)(x—x,)...{x-Xn) 

^  ^X^—Xi)  (Xf^—Xi) . . .  (X^—Xn)  "^     *  {Xi~X,)  {Xi~X,) . . .  {Xi—Xr^) 

,       ^       ,     ^      {X-'X,)(X  —  Xi).  .  .  (X—Xn-i) 
{Xn       X(^){Xn       Xi).  ,  .{Xn Xn-i) 


%  III.  Application  de  la  méthode  d'interpolation  à  la  représentation  exacte 
d'une  fonction  entière  /"(ce),  du  degré  m,  dont  on  connaît  les  valeurs  m,,, 
ui,  ^2)-..  Wm,  correspondantes  aux  valeurs  de  Xq^  œQ^hf..,œQ-}-mh  de 
la  variable. 


231,  Représentation  d'une  fonction  entière.  La  formule 
d'interpolation  [3],  démontrée  (246),  a  pour  but  de  former  une 
fonction  entière,  de  degré  m,  qui,  pour  les  valeurs  a7o,a7o  +  /i', 
. . .  XQ-\-mh  de  x,  prenne  les  valeurs  %y  Wj, . . ,  w^.  Or,  deux  fonc- 
tions entières,  de  degré  m,  ne  peuvent  être  égales  pour  (w+1) 
valeurs  de  la  variable,  sans  être  complètement  identiques;  car, 
sans  cela,  en  les  égalant,  on  formerait  une  équation,  de  degré  m, 
admettant  (w+1)  racines.  La  fonction  f{x)f  indiquée  dans 
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renoncé,  est  idonc  identique  à  la  formule  fourme  par  la  mé- 
thode d'interpolation  ;  et  l'on  a  : 

[A]      m  =  u,+  ^^^^u,-{-  —^72^^ ^'^h+ . . . 

■^  1.2. ..m  '  ^  "o* 

2o2.  Limites  des  racines  d'une  équation  f{x)  =  0.  On  con- 
clut de  cette  formule  que,  si  les  quantités  Uq,  At^^ . .  .  \"'u^, 

sont  positives,  en  donnant  à  x  une  valeur  telle  que  ^"7^% 

— r— 2 —  I  j, ..  J — ^ — 9_77i_f.ij  soient  des  quantités  positives, 

c'est-à-dire  en  faisant  x  plus  grand  que  iro-f(m—  1)/^,  /"(a;)  sera 
positif.  On  peut  même  ajouter  qu'à  partir  de  la  valeur  x  —  x^ 
-f-(m— •  \)h,  tous  les  termes  qui  composent  le  second  membre 
de  la  formule  [A]  augmentent  avec  x,  et  que,  par  suite,  il  en  est 
de  même  de  f{x).  Il  résulte  évidemment  de  là  que  XQ  +  {m—  \]h 
est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 
f{x)  =  0;  et  les  solutions  de  l'équation  doivent  être  cherchées 
parmi  les  nombres  inférieurs  à  cette  limite. 

De  même,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  x^  telle  que  les  quan- 
tités ifo,  Ai^o,  AX, . . .  A^-i/o  soient  alternativement  positives  et  né- 
gatives, x^  est  une  limite  inférieure  des  racines  :  car,  pour  toute 
valeur  de  x  inférieure  à  x^,  chacun  des  termes  de  f(x)  devenant 
positif,  f{x)  ne  peut  plus  devenir  nulle. 
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riable. —  247.  Remarque.  —  248.  La  fonction  trouvée  est  le  seul 
polynôme,  entier  en  x,  qui  puisse  satisfaire  aux  conditions  deman- 
dées. —  240.  Application  à  un  exemple.  —  2oO.  Formule  d'interpo- 
lation de  Lagrange.  — 2oi.  Application  de  la  méthode  d'interpolation 
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à  la  représentation  exacte  d'une  fonction  entière,  de  degré  m,  dont 
on  connaît  les  valeurs  correspondant  à  (w+l)  valeurs  équidistantes 
de  la  variable.  —  2o2.  Limites  des  racines  d'une  équation  /(cc)  =  0. 


EXERCICES. 

I.  On  a  observé  une  planète,  et  les  ascensions  droites  ont  été  trouvées  : 
Le  12  janvier  12''  30'  0»  3'  25",21, 

19  janvier  9''    0'  0°  V  28", 04/ 

20  janvier  9''  17'  0'  2'  2G",67, 
24  janvier                8''    1'           —0"  0'  58",3. 

Trouver,  par  interpolation,  l'ascension  droite  du  22  janvier  à  midi. 

IL  i<es  données  restant  les  mêmes,  trouver  le  jour  et  l'heuie  pour  lesquels 
'ascension  droite  a  été  nulle. 


li 


CHAPITRE  III. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 

§  I.  Séparation  des  racines. 

203.  Opérations  préliminaires.  Pour  résoudre  une  équation 
numérique,  il  convient  d'appliquer  d'abord  la  méthode  des 
racines  commensurables,  et  de  supprimer  les  facteurs  qui  cor- 
respondent à  ces  racines.  On  doit  ensuite  appliquer  à  l'équation 
la  méthode  exposée  au  livre  lU^  chapitre  m,  pour  la  décom- 
poser, s'il  y  a  lieu,  en  plusieurs  autres  qui  n'aient  plus  que  des 
racines  simples.  La  première  de  ces  opérations  n'a  d'autre  but 
que  de  rendre  les  calculs  plus  simples.  La  seconde  est  indispen- 
sable; elle  nous  permettra  d'affirmer,  dans  ce  qui  va  suivre, 
que,  s'il  existe  une  racine  a,  deux  nombres  {a — /i),  {a  -f  /i'),  qui 
la  comprennent,  étant  substitués  dans  l'équation,  doivent  donner 
des  résultats  de  signes  contraires,  quand  h  et  h'  sont  suffisam- 
ment petits.  Il  suffit  évidemment  pour  cela  qu'il  n'y  ait  aucune 
racine,  autre  que  a,  comprise  entre  {a — h)  et  {a-\-h'). 

Enfin,  avant  de  commencer  l'application  de  la  méthode  de 
recherche  que  nous  allons  exposer,  il  sera  bon  de  fixer,  par 
l'application  des  règles  démontrées  (208  et  suiv.),  une  limite  su- 
périeure des  racines  positives  et  une  Hmite  inférieure  des  racines 
négatives  que  peut  avoir  l'équation  proposée. 

204.  Substitution  de  nombres  entiers  consécutifs.  -Après 
avoir  exécuté  les  opérafions  préliminaires  dont  nous  venons  de 
parler,  et  dont,  je  le  répète,  celle  qui  est  relative  aux  racines 
égales  est  seule  indispensable,  on  substituera,  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée,  les  nombres  entiers  consécutifs: 
—  ...,— 4,—  3,-2,  —  1,  0,+  1,  + 2, +  3, +4...,  compris 
entre  les  limites  des  racines.  Cette  substitution  se  fera,  comme 
il  a  été  expfiqué  (259),  par  la  méthode  des  différences:  c'est- 
à-dire  que  l'on  calculera  directement  un  nombre  de  valeurs 
consécutives  égales  au  degré  m  de  l'équafion,  et  l'on  en  déduira 
leurs  différences  jusqu'à  celle  de  l'ordre  {m—  1).  Puis,  en  se 
fondant  sur  ce  que  la  différence  de  l'ordre  m  est  constante  on 
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pourra  calculer,  par  de  simples  additions  ou  soustractions,  les 
valeurs  des  différences  successives,  et  par  suite  celles  du  pre- 
mier membre,  correspondantes  aux  autres  valeurs  de  la  va- 
riable. Il  résulte  de  la  loi  même  qui  préside  à  la  formation  de 
ce  tableau,  qu'en  faisant  croître  a?,  on  arrivera  à  rendre  la  fonc- 
tion et  ses  différences  toutes  positives;  et  qu'en  donnant  à  x  des 
valeurs  décroissantes,  on  finira  par  rendre  la  fonction  et  toutes 
ses  différences  alternativement  positives  et  négatives.  On  s'arrê- 
tera, dans  les  deux  sens,  lorsque  ces  conditions  se  trouveront 
réalisées;  car  aucune  substitution  ultérieure  dénombres  entiers 
ne  pourra,  évidemment,  modifier  les  signes. 

Si  les  résultats  de  la  substitution  des  nombres  entiers  dans  le 
premier  membre  ne  sont  pas  tous  de  même  signe,  il  arrivera, 
une  ou  plusieurs  fois,  que  deux  résultats  consécutifs  soient  de 
signes  contraires;  et  nous  pourrons  affirmer,  qu'entre  les  nom- 
bres entiers  correspondants  il  existe  une  racine  ou  un  nombre 
impair  de  racines. 

Si  le  nombre  des  intervalles,  dans  lesquels  l'existence  des  ra- 
cines réelles  devient  ainsi  manifeste,  est  précisément  égal  au 
nombre  des  racines  que  le  tbéorème  de  Descartes  permet  de 
supposer,  les  ràcmes  sont  séparées  ;  c*esi-h-dire  que  l'on  est  assuré 
d'avoir,  pour  chacune  d'elles,  deux  nombres  qui  la  comprennent 
et  qui  n'en  comprennent  pas  d'autres. 

Mais  il  s'arrive,  au  contraire,  que  le  nombre  de  ces  intervalles 
soit  moindre  que  le  nombre  des  racines  possibles;  et,  en  par- 
ticulier, si  les  nombres  entiers,  substitués  dans  le  premier  mem- 
bre, donnent  tous  des  résultats  de  mêmes  signes,  on  doit  rester 
dans  le  doute,  et  recourir  à  de  nouvelles  substitutions.  Mais  ces 
substitutions  ne  doivent  être  faites  que  dans  des  intervalles 
choisis,  où  elles  présentent  quelque  chance  de  succès.  Voici 
comment  on  déterminera  ces  intervalles. 

255.  Choix  des  intervalles  dans  lesquels  on  doit  faire  de 
NOUVELLES  SUBSTITUTIONS.  Après  avoir  obtenu  les  résultats  de  la 
substitution  des  nombres  entiers  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée,  on  portera  sur  une  ligne  droite,  à  partir 
d'une  origine  0,.des  longueurs  proportionnelles  aux  valeurs  1, 
2,  3,...,  attribuées  à  l'inconnue  a?,  et,  en  sens  opposé,  des  lon- 
gueurs destinées  à  représenter  les  valeurs  négatives  — 1,  — 2, 
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—  3,...;  puis,  par  Textrémité  de  chacune  de  ces  longueurs,  on 
élèvera  (sans  y  apporter  aucune  précision)  une  perpendiculaire 
représentant  la  valeur  correspondante  du  premier  membre  de 
Téquation  proposée,  cette  perpendiculaire  étant  portée  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  suivant  que  la  valeur  est  positive  ou  né- 
gative. Il  est  évident  que,  si  Ton  procédait  de  la  même  manière, 
non  plus  seulement  pour  les  valeurs  entières,  mais  pour  toutes 
les  valeurs  possibles  de  a?,  le  lieu  des  extrémités  des  perpendi- 
culaires serait  une  courbe;  et  les  intersections  de  cette  courbe 
avec  la  droite,  sur  laquelle  on  porte  les  x^  ferait  connaître  les 
racines  ;  car  elles  correspondraient  à  la  valeur  de  x  pour  laquelle, 
le  premier  membre  de  l'équation  s'annulant,  il  faut  porter  une 
perpendiculaire  nulle  au-dessus  de  l'axe.  Les  valeurs  particu- 
lières du  premier  membre,  que  nous  avons  obtenues,  font  con- 
naître des  points  de  cette  courbe,  et  permettent  de  se  faire  à  peu 
près  une  idée  de  sa  forme,  et  d'en  conclure,  par  conséquent, 
les  intervalles  dans  lesquels  l'existence  des  racines  est  pro- 
\bable,  et  où  il  convient  de  les  chercher  par  des  substitutions 
nouvelles. 

Si,  par  exemple,  en  substituant  kx  les  valeurs  0,  1,  2,  3,  4, 
5,  6,  on  trouve  pour  le  premier  membre  d'une  équation,  les  va- 
leurs 

1,50,  I  0,86,1  0,08,  |0,15,  |  1,25,  |  3,  |  4, 

les  points  correspondants,  qu'il  faudra  construire,  sont  placés  à 
peu  près  comme  il  suit  : 


1"  sT  §   ^ 

ôl      c,     o» 
0       12       3 

4 

.s       6 

Et  l'on  conçoit  que,  si  la  courbe  qui  les  réunit  coupe  l'axe 
des  X,  ce  doit  être  entre  les  points  2  et  3.  Cependant  nous  ne 
sommes  nullement  en  droit  d'affirmer  que,  dans  les  autres  inter- 
valles, il  n'y  ait  pas  de  racines;  il  pourrait  même,  à  la  rigueur, 
en  exister  entre  5  et  6  (intervalle  où  l'inspection  des  résultats 
précédents  n'en  ferait  certainement  pas  présumer).  Il  suffirait 
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que  la  courbe  inconnue,  qui  réunit  nos  différents  points,  fût 
suftisamment  contournée. 

236.  Théorème.  Il  existe  cependant  un  théorème,  qui  assigne 
une  limite  aux  irrégularités  que  peuvent  présenter  les  courbes 
analogues  à  celles  dont  il  vient  d'être  question. 

Si  r équation  proposée  est  de  degré  m,  une  parallèle  à  la  ligne,  sur 
laquelle  onporte  les  valeurs  de  x,  ne  peut^  dans  aucun  cas^  rencontrer 
la  courbe  en  plus  de  m  points. 

Soit,  en  effet,  d  la  distance  de  cette  parallèle  à  la  ligne  des  x; 
elle  rencontrera  la  courbe  précisément  aux  points  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  de  x,  pour  lesquelles  le  premier  membre 
est  égal  à  d.  Or,  en  égalant  le  premier  membre  à  un  nombre 
donné,  on  obtient  une  équation  de  degré  m,  qui  ne  peut  avoir 
plus  de  m  racines.  J'ajoute  que  souvent  l'application  du  théo- 
rème de  Descartes  à  cette  équation  donnera  une  limite  plus 
petite  encore. 

Si  Ton  revient  à  l'exemple  proposé  dans  le  chapitre  précé- 
dent, on  voit  que  l'existence  d'une  racine,  comprise  entre  5  et  6, 
exigerait  que  la  courbe  pût  être  coupée  entre  quatre  points  au 
moins  par  une  parallèle  à  la  ligne  des  x,  et  que,  par  suite,  l'é- 
quation, obtenue  en  égalant  le  premier  membre  à  un  nombre  rf, 
pût  avoir  quatre  racines  positives. 

2o7.  Substitution  de  nombres  équidistants  d'un  dixième. 
Lorsque  Tinspection  des  résultats  obtenus  aura  indiqué  les  in- 
tervalles, dans  lesquels  on  présume  l'existence  des  racines,  on 
devra  substituer,  dans  ces  intervalles,  des  nombres  équidistanls 
d'un  dixième;  et  il  arrivera,  le  plus  souvent,  que  ces  sub- 
stitutions montreront  assez  nettement  la  forme  de  la  courbe, 
pour  qu'on  aperçoive  avec  certitude  les  limites  qui  comprennent 
les  racines,  ou  que  l'on  acquière  la  conviction  qu'il  n'en  existe 
pas.  Nous  n'avons  rien  à  ajouter  sur  la  manière  de  tirer  parti 
de  ces  résultats  nouveaux  :  il  faudrait  répéter,  mot  pour  mot, 
ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  la  substitution  des  nombres 
entiers. 

Pour  calculer  les  résultats  de  la  substitution  des  nombres,  de 
dixièmes  en  dixièmes,  il  faudra  procéder  comme  pour  celle 
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des  nombres  entiers  :  calculer  d'abord  un  nombre  de  résultats 
consécutifs  égal  au  degré  de  l'équation,  former  les  différences 
qui  en  résultent,  et  chercher  ensuite  les  valeurs  suivantes  par 
de  simples  additions. 

g  II.  Étude  spéciale  du  cas  où  l'équation  est  du  troisième  degré. 

2S8.  Simplification  relative  a  cette  équation.  Soit  un  po- 
lynôme du  troisième  degré 

Supposons  que  l'on  ait  substitué  des  nombres  équidistanti 
dont  la  différence  soit  h  ;  on  connaît  la  valeur  de  la  fonclion  ^{x} 
pour  une  certaine  valeur  x=Xq  de  la  variable,  et  l'on  a  formé, 
de  plus,  ^'^{x^),  A2cp(a?o),  ^^-^{x^).  Nous  allons  donner  un  moyen 
simple  de  calculer  les  différences  qui  correspondraient  à  un 
accroissement  dix  fois  moindre,  et  que  nous  représenterons  par 

[1]  Acp  W=cp(a;o +/0-'f  W = Vo(^o)  +  ^?"(^o)  +  j^  ?'"(^o) 

Pour  former  A2ç(a7o),  il  faut  prendre  la  différence  du  second 
membre,  c'est-à-dire  son  accroissement  quand  on  y  change  x^ 
en  {x^  +  h);  on  aura 

^Y^^)  =  f^ Wi^o+h) -^\x,)]  +  -^  [f{x,  +  h) -  f(x,)] 


1.2 


1.2.3 


[f(x,+h)-f{x,)]; 


or,  ©(:ro)  est  du  second  degré,  f{Xo)  du  premier  el  o\x,)  est 
constant  ;  on  a  donc  : 

?'  (Xo  +  h)-^'  {xo)=hfix,)+^^'."'(x,), 

9"{x,  +  h)-v"{x,)=h'f{x,), 
f{x,  +  h)-^"'{x,)  =  0; 
donc,  en  substituant,  il  vient  : 

[2]  ^'^{x,)=^hy{x,)+hY{x,). 
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On  trouvera  de  même  : 

ou,  d'après  ce  qui  précède, 

[3]  \Yx,)=hY(Xo). 

Ainsi  donc  : 

[1]  A.W-  /i'/(^o)  +  ^  fixo)  +  Ç  <^"Xxo), 

[2]  ^\{x,)  =  hY{xo)  +  hY{x,), 

[3]  ^Yx.)^hYM- 

Si,  dans  ces  formules,  on  remplace  h  par  — ,  on  aura  : 

[4]         hM  -■  f,  9'M  +  ^  ,''(.o)  +  ^,  ,"'ix,), 

A  l'inspection  de  ces  formules,  on  voit  que,  connaissant  les  va- 
leurs des  différences  A,  on  formera  immédiatement  S^^Ca^o),  qui 
est  la  millième  partie  de  i^Y^ù-  ô^^(^o)  se  compose  de  deux 
termes  dont  le  second  est  précisément 'ô^cp(a;o)  que  l'on  vient  de 
former,  et  le  premier  est  la  centième  partie  de  la  différence 
A^cp(a.'o)— A^(p(a::o),  c'est-à-dire  de  la  difîérence  qui  précède  ^^^{x^) 
dans  la  série  des  A^  Enfin  o'^ix^)  se  compose  de  trois  termes;  les 
deux  derniers  sont  connus.  L'un  est  la  sixième  partie  de  ^^©(ajo); 

l'autre  est  la  moitié  de—  ^"{x,),  c'est-à-dire  d'un  terme  déjà 

calculé  pour  former  ô^  Quant  au  troisième  terme—  cp'(^o),  on 
remarquera  qu'il  est  la  dixième  partie  de  h^\x^),  et  que  l'on  a  : 

h^'{x,)  =  ^':^{x^)  —  -  ^"{x,)  -  j  f  (a^o). 
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Le  second  membre  se  compose  de  trois  termes  connus,  et  on  le 
calculera  facilement. 
En  résumé  : 

ô'cpCa^o)  est  la  millième  partie  de  A'cp(a?o)  ; 

^^?(^o)  6st  la  somme  de  ô^cp(iro)  et  de  la  centième  partie  du 
terme  qui  précède  à^^^^ix^)  dans  la  série  des  A^; 

Scp(j;o)  se  compose  de  la  sixième  partie  de  S'cp(a;o),  de  la  moitié 
du  terme  calculé  pour  obtenir  S^cp(a;o)  et  de  la  dixième  partie  de 
l'expression 

dont  les  trois  termes  sont  connus. 

239.  Application  de  la  méthode  précédente.  Considérons 
l'équation 

a;»— 7a?+7  =  0. 

Si  nous  substituons  à  x  les  valeurs  —  1,  0,  + 1,  nous  trouvons, 
pour  le  premier  membre,  les  valeurs  correspondantes  13,  7,  1, 
dont  les  différences  premières  sont  — 6,  —6,  et  la  différence 
seconde  0.  Quant  à  la  différence  troisième,  on  sait  (256)  qu'elle 
est  éofale  à  6.  Nous  formerons  donc  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

\y 

\^y 

6 

6 

—1 

13. 

—6 

G 

6 

0 

7 

-6 

6 

1 

1 

6 
6 

nous  en  déduirons,  par  des  additions  successives,  la  table  des 
valeurs  de  A^i/,  Ai/,  y,  que  j'inscris  dans  un  nouveau  tableau, 
afin  que  l'on  aperçoive  mieux,  dans  le  précédent,  les  résultats 
qui  servent  de  base  à  tous  les  autres. 
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X 

y 

Ay 

^'y 

\hj 

—  4 

—  29 

30 

—  18 

6 

—  3 

1 

12 

—  12 

6 

—  2 

13 

0 

—  6 

6 

—  1 

13 

—  6 

0 

6 

0 

7 

—  6 

6 

6 

1 

1 

0 

12 

6 

2 

1 

12 

18 

3 

13 

30 

4 

43 

5 

A  l'inspection  des  valeurs  de  y,  on  voit  qu'il  existe  une  racine 

négative  comprise  entre 
—  3  et  —4;  et,  comme  la 
règle  de  Descartes  apprend 
qu'il  n'en  existe  qu'une,  il 
n'y  a  pas  lieu  d'en  cher- 
cher d'autres. 

Quant  aux  racines  posi- 
tives, il  peut  en  exister 
deux;  mai^pour  les  décou- 
vrir, nous  devons  recourir 
à  de  nouvelles  substitutions. 
Si  nous  représentons  gra- 
phiquement les  résultats 
obtenus,  nous  obtenons  la 
figure  ci-contre. 

La  courbe,  qui  réunit  ces 
points,  ne  devant  être  cou- 
pée qu'en  trois  points  par 
une  parallèle  à  la  ligne  des 
X,  ne  peut  évidemment  couper  cette  ligne  qu'entre  les  points 
1  et  2;  c'est  donc  entre  x=l  et  a;=  2,  que  nous  devons  sub- 
stituer des  valeurs  distantes  de  0,1. 

Nous  savons  que,  pour  x=l,  le  premier  nombre,  que  nous 
désignons  par  y,  est  lui-même  égal  à  1  ;  on  a,  de  plus,  pour  des 


-3   -2    -1 
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accroissements  de  x  égaux  à  l'unité,  Ai/=0,  A^î/=12,  A'y  =  6, 
L'accroissement  devenant  égal  à  —,  nous  trouverons  (2o8)  : 

o3î/  =  0,006,     S^y=  0,066,     02/  =  — 0,369; 
et  nous  pourrons,  d'après  ces  valeurs,  former  le  tableau  suivant  ; 


X 

y 

^y 

B^y 

ohj 

1 

1 

—0,369 

0,066 

0,006 

1,1 

0,631 

-0,303 

0,072 

0,006 

i,2 

0,328 

—0,231 

0,078 

0,006 

1,3 

0,097 

—0,153 

0,084 

0,006 

1,4 

—0,056 

-0,069 

0,090 

0,0^6 

1,5 

—0,125 

0,021 

0,096 

0,006 

1,6 

—0,104 

0,117 

0,102 

0,006 

1,7 

+0,013 

0,219 

0,108 

0,006 

1,8 

0,232 

0,327 

0,114 

1,9 

0,559 

0,441 

2 

1 

On  voit,  à  l'inspection  de  ce  tableau,  que  y  change  de  signe, 
quand  x  passe  de  la  valeur  1,3  à  la  valeur  1,4  et  de  la  valeur  1,6 
à  1,7.  Il  y  a  donc  deux  racines  positives,  dont  les  valeurs,  à  un 
dixième  près,  sont  1,3  et  1,6. 

260-  Calcul  ces  racines  a  moins  de  0,01.  Pour  obtenir  une 
plus  grande  approximation,  il  faudra  substituer  à  x  des  valeurs 
distantes  de  0,01,  entre  1,3  et  1,4,  et  entre  1,6  et  1,7.  Ces  substi- 
tutions se  feront,  comme  les  précédentes,  au  moyen  des  diffé- 
rences. On  commencera  par  remarquer  que,  pour  a;  =1,3,  on 
a  y  =  0,097;  à  partir  de  cette  valeur,  les  différences  relatives  à 
un  accroissement  de  x  égal  à  0,1,  sont,  comme  on  le  voit  par  le 
tableau  précédent  : 

i/  =  0,097,     A?/  =  — 0,153,     A2î/=0,084,     A»y  =  0,006. 

Pour  en  déduire  les  valeurs  des  différences  relatives  à  un  ac- 
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croissement  de  x  égal  à  0,01,  nous  appliquerons  les  formules 
données  plus  haut;  et  nous  trouverons  : 

^'«pC^o)  =  T(nm  X  A^^cpfaîo)  =  0,000006, 
aViPo)  =  0,000006  -f  TM  X  0,078  =  0,000786, 
S<p(rro)=0,000001  +  0,00039  +  yL(— 0,153  — 0,039  — 0,001) 
=  0,018909; 

et,  comme  on  a,  d'ailleurs,  pour  a;=l,3,  7/  =  o,097,  on  peut 
former  le  tableau  suivant  : 


1,3 
1,31 
1,32 
1,33 


1,34 
1,35 
1,36 
1,37 
1,38 
1,39 
1,4 


0,097000 
0,078091 
0,059968 


Ly 

A^î/ 

A»y 

—0,018909 

0,000786 

0,000006 

—0,018123 

0,000792 

id. 

—0,017331 

0,000798 

id. 

—0,016533 

0,000804 

id. 

—0,015729 

0,000810 

id. 

—0,014919 

0,000816 

id. 

-0,014103 

0,000822 

id. 

—0,013281 

0,000828 

id. 

—0,012453 

0^00834 

-0,011619 

en  des  mêuie 

.S  formules,  ] 

es  valeurs  de 

0,042637 
0,026104 
0,010375 
—0,004544 
—0,018647 
—0,031928 
—0,044381 
—0,056000 
era,  au  mo^ 

A^/,  A'î/,  b^y,  qui  correspondent  à  des  accroissements  de  x  égaux 
à  0,01,  à  partir  de  la  valeur  a;  =  1,6;  et  l'on  formera  le  tableau 
suivant  : 


X 

î/ 

Al/ 

t^Hj 

A'^ 

1,6 

—  0,104000 

0,007281 

0,000966 

0,000006 

1,61 

—0,096719 

0,008247 

0,000972 

id. 

1,62 

-0,088472 

0,009219 

0,000978 

id. 

1,63 

—  0,079253 

0,010197 

0,000984 

id. 

1,64 

-0,069056 

0,011181 

0,000990 

id. 

1,65 

—  0,057875 

0,012171 

0,000996 

id. 

1,66 

-0,045704 

0,013167 

0,001002 

id. 

1,67 

—0,032537 

0,014169 

0,001008 

id. 

1,68 

-0,018368 

0,015177 

0,001014 

1,69 

-0,003191 

0,016191 

1,7 

+  0,013000 

DES   DIFFÉRENCES. 


255 


On  voit,  d'après  ces  tableaux,  que  les  deux  racines  sont  corn- 
prises,  l'une  entre  1,35  et  1,36,  l'autre  entre  1,69  et  1,70.  Pov 
calculer  la  plus  grande,  à  un  millième  près,  il  faut  substituer, 
entre  1,69  et  1,70,  des  valeurs  distantes  d'un  millième.  Ces  va- 
leurs, calculées  par  le  môme  procédé  que  les  précédentes,  résul- 
tent du  tableau  suivant  : 


X 

y 

Ay 

A'y 

A^ij 

1.69 

—0.003191000 

0,001573371 

0.000010146 

0,000000006 

1,691 

—0,001617629 

0,001.583517 

0,000010152 

id. 

1,692 

-0,000034112 

0.00K593669 

0,000010158 

id. 

1,693 

+0,001059557 

0,001603827 

0,000010164 

id. 

1.694 

0,003163384 

0,001613991 

0.000010170 

id. 

1,695 

0,004777375 

0,001624161 

0,0000:0176 

id. 

1,696 

0,006401536 

0,001634337 

0,000010182 

id. 

1,697 

0,008035873 

0,001644519 

0,000010188 

id. 

1,698 

0,009680392 

0,001654707 

0,000010194 

1,699 

0,011335099 

0,00166^901 

1,70 

0,013000000 

On  voit  que  y  change  de  signe,  lorsque  x  passe  de  la  valeur 
1,692  à  1,693.  La  racine  est  donc,  à  un  millième  près,  égale  à 
1,692. 

261.  Emploi  dune  proportion  pour  obtenir  la  racine.  Les 
tableaux  précédents  permettent  de  pousser  l'approximation  plus 
loin  encore.  Remarquons  en  effet,  que,  dans  le  dernier  de  ces 
tableaux,  la  ditTérence  seconde  est  extrêmement  petite.  On  peut 
donc,  sans  erreur  sensible j  la  considérer  comme  nulle,  et  admet- 
tre, par  suite,  que  les  accroissements  de  y  soient  proportionnels 
à  ceux  de  x.  Nous  pourrons  alors  obtenir  la  valeur  de  a?,  pour 
laquelle  y  est  nul,  en  procédant  comme  on  le  fait  dans  l'emploi 
des  tables  de  logarithmes.  Nous  dirons  : 

Lorsque  a?  augmente  de  0,001,  et  passe  de  la  valeur  1,692  à 
la  valeur  1,693,  la  variation  de  y  est  0,001593669.  Pour  que  la 
variation  dey  soit  0,0000341 12,  c'est-à-dire  pour  que  y  devienne 
zéro,  il  faut  donc  que  la  variation  5  de  a?  satisfasse  la  proportion 


0,000034112 


0,001       0,001593569' 


d'où  ron  déduit  : 


0,000000034112^     ^ 
0,001593669    ".""""""« 


256 


LIVRE  IV. 


en  sorte  que  la  racine  est  égale ,  approximativement ,  à 
1,6920214. 

On  doit  observer  que  la  différence  seconde,  que  nous  avons 
considérée  comme  nulle,  étant,  en  réalité,  un  peu  plus  grande 
que  0,00001,  peut  influer  sur  le  septième  des  chiffres  décimaux; 
et  il  n'y  a,  par  conséquent,  aucune  raison  pour  le  considérer 
comme  exact. 

On  doit  donc  considérer  la  racine  comme  égale  à  1,692021. 

262.  Autre  application.  Dans  Texemple  précédent,  la  déter- 
mination des  intervalles,  dans  lesquels  il  convenait  d'effectuer 
de  nouvelles  substitutions,  n'a  présenté  aucune  difficulté.  Mal- 
heureusement il  n*en  est  pas  toujours  ainsi.  Nous  en  citerons  un 
exemple. 

1/  =  9aj»—24aj*+ 16a;  — 0,001  =  0. 

Si  nous  substituons  à  x  les  valeurs  —  1,  0,  1,  nous  trouvons 
pour  valeurs  correspondantes  de  i/,  —49,001,  —0,001,  0,999, 
dont  les  différences  sont  49,  1,  et  la  différence  seconde  — 48. 
Quant  à  la  différence  troisième,  elle  est  (256)  égale  à  54. 

Nous  pouvons,  d'après  cela,  former  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

Aï/ 

A^y 

A»i/ 

—1 

—49,001 

49 

—48 

54 

0 

—  0,001 

1 

6 

54 

1 

+  0,999 

7 

60 

54 

2 

7,999 

67 

114 

3 

74,999 

181 

4 

255,999 

51  Ton  représente  ces  valeurs  graphiquement,  ainsi  qu'on  Ta 
indiqué  (2^3),  on  voit  clairement  qu'il  existe  une  racine  entre 
a?  =  0  et  a?=  1  ;  mais  rien  ne  fait  pressentir  qu'il  y  en  ait  d'an- 
tres, et  ne  porte  à  essayer  de  nouvelles  substitutions.  Si,  cepen- 
dant, on  substitue  les  valeurs  distantes  de  0,1  entre  x=\  et 
37  =  2,  on  tiouve  que  les  valeurs  des  différences,  relatives  à  a;==l 
et  à  un  accroissement  de  x  égal  à  0,1,  sont  A7/  =  — 0,461, 
A2y  =  0,ll4,  A*i/  =  0,054;  ce  qui  permet  de  former  le  tableau 
suivant: 
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X 

V 

\y 

A^i/ 

A»2/ 

1 

0,999 

—0,461 

0,114 

0,054 

1,1 

0,538 

-0,347 

0,168 

id. 

1,2 

0,191 

-0,179    , 

0,222 

i'J. 

1,3 

0,012 

+  0,043 

0,276 

id. 

1,4 

0,055 

0,319 

0,330 

id. 

1,5 

0,374 

0,649 

0,384 

id. 

1,6 

1,023 

1,033 

0,438 

id. 

1,7 

2,056 

1,471 

0,492 

id. 

1,8 

3,527 

1,963 

0,546 

1,9 

5,490 

2,509 

2 

7,999 

En  représentant  graphiquement  les  résultats  qui  y  sont  conte- 
nus, l'on  voit  clairement  que  la  courbe,  qui  passe  par  les  points 
obtenus,  ne  peut  couper  la  ligne  des  x  qu'entre  le  point  1,3  et 
le  point  1,4.  Substituons  donc,  entre  ces  deux  valeurs,  des  va- 
leurs de  X  distantes  de  0,01  :  ces  valeurs  se  calculeront,  comme 
les  précédentes,  en  formant  d'abord,  par  les  formules  (2o8),  les 
valeurs  de  Ay,  A'y,  et  A^y  qui  correspondent  à  x=  1,3,  et  à  des 
accroissements  de  la  variable  égaux  à  0,0 1  :  nous  formerons  ainsi 
le  tableau  suivant  : 


X 

y 

Ay 

A^y 

A^y 

1,3 

4-0,012000 

-0,006501 

0,002274 

0,000054 

1,31 

+0,005419 

—0,004307 

0,002328 

id. 

1,32 

+  0,001112 

—0,001979 

0,002382 

id. 

1,33 

—0,000867 

+0,000403 

0,002436 

id. 

1,34 

-0,000464 

0,002839 

0,002490 

id. 

1,35 

+0,002375 

0,005329 

0,002544 

id. 

1,33 

+  0,007704 

0,007873 

0,002598 

id. 

1,37 

+0,0i5577 

0,010471 

0,002652 

id. 

1,38 

-j-0, 026048 

0,013123 

0,002706 

1,39 

+0,039171 

0,015829 

1,4 

+0,055000 

Ce  tableau  prouve  que  l'une  des  racines  est  comprise  entre  1,32 
et  1,33,  l'autre  entre  1,34  et  1,35. 

Alg.  sp.  B.  17 
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§  III.  Méthode  de  Newton. 

265.  Exposé  de  la  méthode.  Lorsque  Ton  considère  une  fonc- 
tion dans  un  intervalle  très-peu  considérable,  on  peut  presque 
toujours,  sans  erreur  sensible,  regarder  ses  accroissements 
comme  proportionnels  à  ceux  de  la  variable,  et  les  représenter 
par  le  produit  de  la  dérivée  de  la  fonction  par  raccroissement 
même  de  la  variable.  L'erreur,  commise  dans  cette  substitution, 
sera  d'autant  moindre,  que  Ton  prendra  des  accroissements 
plus  petits.  Cette  remarque  s*applique  à  toutes  les  fonctions, 
mais  nous  la  développerons  seulement  ici  sur  les  fonctions  algé- 
briques entières,  pour  l'appliquer  à  la  résolution  des  équations 
considérées  dans  ce  chapitre. 

Soient 

[1]  ¥{x)  =  0, 

une  équation  algébrique,  et  a  une  valeur  approchée  d'une  ra- 
cine, dont  nous  désignerons  par  (a  +  h)  la  valeur  exacte  ;  on 
aura  évidemment  : 

[2]  ¥(a  +  h)  =  0, 

ou 

[3]     P(a)  +  F(a)/t  +  F''(^)j^  +  ....+F«{a         ^^ 


1.  2 m 


or,  en  négligeant  les  termes  qui  contiennent  h  à  une  puissance 
plus  élevée  que  la  première,  on  a,  avec  une  approximation 
d'autant  plus  grande  que  h  est  plus  petit  : 

P(a+/^)  =  F(a)-f■F'(a)/^; 

l'équation  [3]  devient  donc  : 

¥ia)  +  ¥'{a)h  =  0; 

F  (û) 
et  Ton  en  déduit  :  h =  —  :—-{', 

F  (a) 

la  valeur  approchée  de  la  racine  est,  par  conséquent  : 
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En  désignant  celte  valeur  par  6,  et  appliquant  de  nouveau  le 
même  procédé,  on  trouvera  une  valeur  plus  approchée  encore 

et,  en  répétant  celle  opération  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtien- 
dra rapidement  une  très-grande  approximation. 

Il  est  impossible  d'indiquer,  d'une  manière  générale,  et  indé- 
pendamment de  tout  exemple  particulier,  la  rapidité  avec  la- 
quelle croissent  les  approximations;  mais,  dans  chaque  cas,  on 
s'en  forme  facilement  une  idée  en  procédant  comme  nous  allons 
le  faire  dans  l'exemple  suivant. 

264.  Application.  Exemple  I.  Reprenons  l'équation  (259)  : 

nous  avons  trouvé  que  l'une  de  ses  racines  est,  à  0,001  près, 
égale  à  1,692;  si  nous  la  désignons  par  1,692  4-/^,  ou,  pour 
abréger  par  {a -{-h),  h  sera  plus  petit  que  0,001  ;  et  nous  au- 
rons: 

^a+h)  =  ^a)  +  hr{a)  +  ^^r{a)  +  J^^^{a)  =  0; 
par  suite  : 

F{a)      1.2  F' ^a)       1.2.3  F' (a)' 

Or,  pour  a  =  1,692,  les  coefficients  de  h*  et  de  h^  sont,  Tun  plus 
petit  que  3,2,  l'autre  moindre  que  l'unité  ;  en  sorte  que  le  second 
et  le  troisième  terme  du  second  membre  sont  moindres,  l'un 
que  0,0000032,  l'autre  que  0,000000001;  nous  avons  donc,  à 
4  millionièmes  près, 

"-      F'(a)' 
Or  on  a,  d'après  le  tableau  (260),  pour  a;=  1,692  =  ^î  ; 

F(a)  =  — 0,000034112; 
d'ailleurs  F'(a)  =  3a*— 7  =  + 1,588592; 
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Maie,  d'après  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir,  la  valeur 
£c=  1,692  était  exacte,  non-seulement  jusqu'à  0,001,  mais  en- 
core à  0,0001  près,  puisque  la  quatrième  décimale  est  un  zéro; 
de  plus,  d'après  le  même  résultat,  pour  a?=  1,6920,  l'erreur  h 

est  moindre  que  0,000025,  ou —— ;  donc,  le  nombre  obtenu 

est  approché  à  moins  de  rrr;  ;  et  la  valeur  de  x  est,  avec  8  dé- 
cimales, 

0?=  1,6920  2147. 

Nous  avons  donc  une  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine 

1,69202147  =  6; 

représentons  sa  valeur  exacte  par 

1,6920  2147 +/i'  =  6 +  /^'; 
nous  aurons  : 

d'oii  h!-     ^W     h'^r{h)      i^^nh) 

W(p)       2'F'(t)       2.3  F' (6)* 

Or  h'  est  plus  petit  que  ■—§;  par  suite,  h!^  est  moindre  que 

ïTïïëJ  s^^  coefficient,  d'ailleurs,  est  moindre  que  3,2.  D'un  autre 

côté,  h!^  est  plus  petit  que  ^-p^,  et  son  coefficient  est  moindre 
que  l'unité.  Donc  si  l'on  prend 

Terreur  commise  sera  de  Tordre  -p.  Cet  exemple  suffit  pour 

donner  une  idée  de  la  rapidité  des  approximations,  et  pour 
montrer  comment  on  doit  Tapprécier  dans  chaque  cas. 
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26S.  Exemple  II.  Soit  donnée  l'équation  : 

F(ic)  =  a?^  — 2a;— 5  =  0. 
La  première  dérivée  sera 

P'(a7)  =  3a;2  — 2; 
et,  par  suite,  le  terme  de  correction  : 

F(a7)__      x^—2x--h 


h: 


¥{x)  3ic«- 


Première  approximation.  On  trouve  immédiatement,  que  la 
racine  réelle  de  Téquation  est  comprise  entre  2,0  et  2,1. 

Posons  donc  a  =  2,l  ;  et  partons  de  cette  valeur  pour  trouver 
la  racine  x  avec  plus  d'exactitude.  En  remplaçant  x  par  2,1, 
dans  les  fonctions  ¥{x)  et  T{x)j  nous  aurons  : 

F  (a)  =  0,061 
et  F'(a)  =  11,23; 

donc  /i  =  —  y^  =  —  0,0543, 

et,  par  suite,  6  =  2,095. 

Deuxième  approximation.  Partant  de  cette  nouvelle  valeur  ap- 
prochée de  la  racine,  nous  aurons  d'abord  : 

6=2,095, 

6^  =  4,389, 

63^9,195;- 

donc  F(6)  =  0,005    et    F'(6)  =  11,167; 

et  c=6  +  /ii  =  2,094  552. 

L'erreur  /i,  étant  moindre  que  —^ ,  et  les  coefficients  de  h^'^ 
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.  et  V  étant,  le  premier  environ -,  le  second  —,  il  s'ensuit  que 

Terreur  de  la  nouvelle  valeur  de  a?  sera  plus  petite  que  — j. 

Troisième  approximation.  Posons  maintenant  a?= 2,094  552; 
comme  l'erreur  de  c  est  moindre  que  yi^,  et  que,  de  plus,  les 
coefficients  de  V  et  de  h^^  restent  à  très-peu  près  les  mêmes, 
nous  pourrons  compter  sur  une  approximation  de  -^^, 

On  a  d'abord  : 

c«=   4,387148  080704, 

C*=   9,189109  786734; 

donc  F(c)=   0,000005  786734, 

et  F(c)=:  11,161444  242112, 

ce  qui  donne  : 

,  F(c)  0,000005  786734 

^-  =  --F(^=^-lI, 161444...         =-Q>QQOQOO  518458, 

et  rf  =  c  +  /i2  =  2,094551  481542, 

exacte  à  moins  de  r^,. 

Quatrième  approximation.  Pour  pousser  encore  plus  loin 
l'approximation  de  la  racine,  posons  : 

0;==  2,094551  481542; 
nous  aurons,  pour  les  puissances  de  x  ou  de  d: 

d^  =  4,387145  908829  787166  697764, 
et  d^  =  9,189102  963080  354769  507339; 

et,  par  conséquent, 

F(cO  =  — 0,000000  000003  645230  492661, 
f{d)=    11,161437  726489  3615...0 
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Donc,  la  valeur  de  h^  sera  : 

f{d)_       0,0. ..3  645230  492661 
^"^      F'(c/)~"~^  11,161437   726489  36../ 

ou  /ij  =  +  0,000000  000000  326591  482386: 

on  a  donc  pour  la  nouvelle  valeur  : 

a?=2,094551  481542  326591  482386, 

valeur  exacte  à  moins  de  -r^^.  Un  nouveau  calcul  donnerait  la 

-      ,      1 
racine,  a  moins  de  jrri» 

266.  Représentation  graphique  de  la  méthode  de  Newton. 
La  méthode  d'approximation,  que  nous  venons  d'exposer,  peut 
se  représenter  graphiquement  d'une  manière  très-simple,  que 
nous  croyons  devoir  indiquer  ici,  quoiqu'elle  exige  des  notions 
de  géométrie  analytique. 

La  recherche  des  racines  réelles  de  Téquation  f{œ)^=0  revient 
à  celle  des  points  où  la  courbe,  qui  a  pour  équation  y  —  f^x)^ 
coupe  l'axe  des  x.  En  désignant  par  a  une  valeur  approchée  de 
la  racine,  et  par  f{a)  la  valeur  correspondante  de  i/,  l'équation 
de  la  tangente  à  la  courbe  yz=zf{x),  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont  a  et  f{a)^  est  : 

y-m=m{x-a). 

Cette  tangente  coupe  l'axe  des  x  en  Un  point  dont  Tabscisse  x 
est  évidemment 

c'est-à-dire  précisément  égale  à  la  valeur  fournie  par  la  mé- 
thode de  Newton. 

D'après  cela,  la  méthode  de  Newton 
équivaut  à  la  construction  suivante  : 

Ayant  la  position  approchée,  P,  du 
point  0  où  une  courbe  coupe  l'axe  des 
X,  pour  en  obtenir  une  autre  plus  ap- 
prochée encore,  on  mène,  au  point.M  de  la  courbe  qui  se  pro- 
jette en  P,  une  tangente  MT;  et  le  point  T  est,  en  général,  beau- 
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coup  plus  près  que  P  de  l'intersection  cherchée.  En  répétant  la 
même  construction,  on  obtiendra  un  nouveau  point  T'  encore 
plus  rapproché  que  le  précédent  ;  et  ainsi  de  suite. 

Il  peut  arriver,  cependant,  qu'en  appliquant  la  méthode  de 
Newton,  on  obtienne  une  valeur  de  la  racine  moins  approchée 
que  celle  que  Ton  a  déjà  :  et  il  importe,  pour  opérer  avec  certi- 
tude, d'entourer  la  méthode  de  quelques  précautions  indispen- 
sables. 

267.  Cas  qui  peuvent  se  présenter  dans  l'application  de 
LA  méthode.  Supposons  que  Ton  ait  trouvé  deux  nombres,  a,  h, 
{a<^b),  qui  comprennent  une  racine,  et  une  seule,  de  l'équa- 
tion f{x)=^0;  de  telle  sorte  que  f(a)  et  f{b)  soient  de  signes 
contraires.  Supposons,  en  outre,  que  ces  deux  nombres  a,  b^ 
soient  assez  rapprochés,  pour  que,  x  variant  depuis  a  jusqu'à  6, 
f'{x)  et  f'\x)  ne  changent  pas  de  signe.  Puisque  f'{x)  conserve 
son  signe,  f{a')  est  constamment  croissant  ou  constamment  dé- 
croissant; et,  puisque /"''(a?)  conserve  le  sien,  f'{x)  est  également 
toujours  croissant  ou  toujours  décroissant.  En  d'autres  termes, 
l'ordonnée  de  la  courbe  y  =  f{x)  va  toujours  en  augmentant  ou 
toujours  en  diminuant;  et  l'angle,  que  la  tangente  à  la  courbe 
fait  avec  l'axe  des  x,  varie  aussi  toujours,  dans  le  même  sens. 

D'après  cela,  quatre  cas  peuvent  se  présenter.  Si  /'(a)>0,  on 

Fig.  1. 
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a  f{b)<0;  par  suite,  f{x)  diminue,  et  f'{x)  est  constammeiiî 
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négatif.  La  courbe  affecte  alors  l'une  des  deux  premières  formes  ;, 
savoir,  la  première,  si  f"{x)  est  constamment  positif,  et  la 
deuxième,  si  f{x)  est  constamment  négatif. 

Si,  au  contraire,  f{a)  est  négatif,  on  a  f{b)>0\  par  suite, 
f{x)  est  constamment  positif  :  et  la  courbe  affecte  alors  l'une  des 
deux  dernières  formes  :  la  troisième,  si  f  {x)  est  positif,  et  la 
quatrième,  si  f{x)  est  négatif. 

268.  Moyen  d'opérer  avec  certitude.  Gela  posé,  il  est  évi- 
dent que,  pour  avoir  avec  certitude  une  valeur  de  x  plus  ap- 
prochée que  l'une  des  limites  a,  6,  qui  la  comprennent,  il  faut, 
dans  le  premier  cas  (fig.  l),  mener  la  tangente  au  point  A,  qui 
correspond  à  la  limite  inférieure  a,  c'est-à-dire,  poser 

[1]  ^  =  ^-^)' 

il  faut,  dans  le  second  cas,  mener  la  tangente  au  point  B,  qui 
correspond  à  la  limite  supérieure  6,  et  poser 

Il  faut  de  même  appliquer  la  formule  [2]  dans  le  troisième  cas, 
et  la  formule  [1]  dans  le  quatrième. 

On  remarque  d'ailleurs  que,  dans  le  premier  et  le  quatrième 
cas,  où  l'on  doit  appliquer  la  formule  [l],  f{a)  etf{a)  sont  de 
môme  signe,  tandis  que  fib)  et  f(b)  sont  de  signes  contraires; 
et  que,  dans  le  second  et  le  troisième,  où  l'on  doit  appliquer  la 
formule  [2],  f{b)  et  f"{b)  sont  aussi  de  même  signe,  tandis  que 
f{a)  et  f"(a)  sont  de  signes  contraires.  On  conclut  de  là  cette 
règle  générale  : 

Lorsque  l'on  connaîtra  deux  limites,  a,  b,  qui  comprennent  une 
seule  racine  de  Vèquation  f  (x)  =  0,  et  qui  en  sont  ainsi,  chacune, 
une  valeur  approchée,  si  ces  deux  limites  sont  assez  rapprochées  pour 
que,  X  variant  de  di  à  b,  f'(x)  et  r(x)  ne  puissent  changer  de  signe, 
on  prendra  la  formule 
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et  Von  y  remplacera  z  par  celle  des  deux  limites  qui  rendra  f  (z)  et 
r(z)  de  même  signe. 

Le  résultat  sera  une  valeur  de  x  plus  approchée  que  la  limite  dont 
on  se  sera  servi.  En  substituant  cette  valeur  dans  la  même  formule^ 
on  obtiendra  une  nouvelle  valeur  encore  plus  approchée;  et  ainsi  de 
suite. 

269.  Emploi  simultané  de  la  méthode  de  Newton  et  de  la 

MÉTHODE  DES  PARTIES  PROPORTIONNELLES.  11  GSt  facilc  de  VOir,qUC 

la  méthode  des  parties  proportionnelles  (261)  donnerait  pour 
valeur  approchée  0?=:=  OK,  K  étant  le  point  où  la  corde  AB  ren- 
contre Taxe  des  x.  Car  on  a,  dans  chacune  des  figures, 

a?  =  OP  +  PK,    et  a;  =  OQ  —  QK, 
ou  a;  =  a  +  PK,        eta?=6— QK, 

et  l'on  voit  que  : 

PR  =  PQx-rn^^,,etQK==PQX      ^^      " 


AP+BQ'      ^^---«--  AP  +  BQ* 

c'est-à-dire  que  les  accroissements  PK  et  QK  sont  proportion- 
nels aux  variations  des  ordonnées. 

On  remarque,  d'ailleurs,  que  si  la  méthode  de  Newton  donne 
une  valeur  trop  petite  pour  a?,  la  méthode  des  parties  propor- 
tionnelles donne  une  valeur  trop  grande,  et  vice  versa.  Par  con- 
séquent, la  valeur  exacte  de  x  est  comprise  entre  les  deux  ;  et 
l'erreur  commise  est  moindre  que  leur  différence. 

RÉSUMÉ. 

2o5.  Opérations  préliminaires  à  exécuter,  quand  on  veut  résoudre  une 
équation  numérique.  —  234.  Substitution  de  nombres  entiers  consé- 
cutifs. —  2oo.  Choix  des  intervalles  dans  lesquels  on  doit  faire  de 
nouvelles  substitutions.  —  2o3.  Théorème  qui  limite  les  irrégulari- 
tés que  peut  présenter  la  courbe  dont  on  fait  usage.  —  2S7.  Substi- 
tution de  nombres  équidistants  d'un  dixième.  —  238.  Simplifica- 
tion des  calculs  dans  le  cas  où  l'équation  est  du  troisième  degré.  — 

259.  Application  à  un  exemple.  Calcul  des  racines  à   0,1   prés. — 

260.  Calcula  0,01  près.  —  2G1.  Emploi  d'une  proportion  analogue  à 
celle  dont  on  fait  usage  dansla  théorie  deslogarilhmes.  —202.  fcxem- 
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pie  d'une  équation  à  laquelle  les  règles  précédentes  s'appliquent  mal. 
—  2G3.  Méthode  de  Newton.  —  264,  26o.  Applications  à  deux 
exemples.  —  266.  Représentation  graphique  de  la  méthode.  — 
267, 268.  Rectification  de  la  méthode,  qui  permet  d'opérer  avec  cer- 
titude. —  269.  Emploi  simultané  de  la  méthode  de  Newton  et  de  la 
méthode  des  parties  proportionnelles. 

EXERCICES. 

I.  Déterminer  la  racine  réelle  de  réquation 

sc^  —  2x  —  b=0. 
On  trouve  :  x  =  2,09455. 

II.  Déterminer  la  racine  réelle  de  l'équation 

«3— 5a?  — 3=0. 
On  trouve  :  a?  =  2,4908. 

m.  Déterminer  les  racines  réelles  de  l'équation 

«• — 2«<  —  1 3a;' +  aga:»  —  20a;  +  4  =  G. 
On  trouve  x=  — 4,00317. 

IV.  Déterminer  les  racines  réelles  de  l'équation 

«3— 8a;2-.6a;+9  =  0. 
On  trouve  a?i=8,577,      a;2  =  3,5577,      a;3=— 3,2438. 

V.  Déterminer  les  racines  réelle»  de  l'équation 

x*  —  8a;  ■—  1  =  0. 
On  trouve  :       !t,=2,88879,      a;3  =  — 2,7639,      a;3=— 0,12509. 

VI.  Partager  une  demi-sphère,  de  rayon  1,  en  deux  parties  équivalentes,  par 
un  plan  parallèle  à  la  base. 

En  désignant  par  «  la  distance  du  plan  parallèle  au  centre,  on  trouve  : 

a;*  — 3a;  +  l  =  0. 


CHAPITRE  IV. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES. 

270.  But  de  ce  chapitre.  Nous  nous  bornerons  à  traiter,  dans 
ce  chapitre,  quelques  équations  transcendantes,  choisies  parmi 
celles  que  Ton  rencontre  dans  les  applications  des  sciences  ma- 
thématiques, et  qui  nous  permettront  d'exposer,  d'une  manière 
complète,  les  méthodes  auxquelles  les  géomètres  ont  le  plus 
souvent  recours  pour  leur  résolution. 

§  I.  Application  de  la  théorie  des  différences  à  la  résolution  des  équations 
transcendantes. 

271.  Méthode  de  résolution.  La  méthode,  que  nous  appU- 
quons  aux  deux  exemples  qui  vont  suivre,  est  très-fréquemment 
employée;  elle  consiste  à  substituer  dans  l'équation  proposée 
des  nombres  équidistants,  absolument  comme  dans  le  cas  d'une 
équation  algébrique.  Lorsque  l'on  a  trouvé  deux  substitutions 
qui  donnent,  dans  le  premier  membre,  des  résultats  de  signes 
contraires,  on  conclut  qu'il  existe  une  racine  entre  les  valeurs 
correspondantes  de  x;  et  dans  l'intervalle  on  substitue  des  nom- 
bres plus  rapprochés,  qui  permettent  de  resserrer  la  racine  entre 
deux  limites  nouvelles  et  plus  étroites.  Cela  fait,  on  considère  le 
tableau  qui  comprend  :  1°  les  valeurs  attribuées  à  l'inconnue  ; 
2'^  les  valeurs  correspondantes  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion ;  3°  les  différences  des  divers  ordres  qui  s'en  déduisent.  S'il 
arrive  que  les  différences  d'un  certain  ordre,  du  troisième  par 
exemple,  soient  négligeables,  on  en  conclut  que  la  fonction  peut 
être  remplacée,  sans  erreur  sensible,  dans  l'intervalle  considéré, 
par  une  fonction  algébrique  (du  second  degré,  si  la  différence 
troisième  est  considérée  comme  nulle).  La  théorie  de  l'interpo- 
lation fera  connaître  cette  fonction;  et,  en  la  substituant  au  pre- 
mier membre  de  l'équation,  on  aura  ramené  le  problème  à  la 
résolution  d'une  équation  du  second  degré. 

Si  les  différences  du  second  ordre  étaient  négligeables,  on 
ramènerait  l'équation  à  une  équation  du  premier  degré  ;  et  la 
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méthode  reviendrait  à  remploi  des  parties  proportionnelles, 
dont  on  fait  usage,  dans  un  cas  analogue,  en  se  servant  des 
tables  de  logarithmes. 

272.  Exemple  I.  Soit  donnée  l'équation 

e^—e-*=  5,28407, 

équation  qui  se  présente^  en  mécaniquey  dans  V étude  de  la  chaînette. 

Nous  voyons  que  cette  équa- 
tion ne  change  pas,  lorsqu'on 
remplace  x  par  ( — x)\  par  con- 
séquent, à  chaque  racine  corres- 
pond une  autre  racine  égale, 
mais  de  signe  contraire. 

Pour  mieux  étudier  cette  équa- 
tion, posons  : 


yz=ze^ 


et     |/  =  5,284a;; 


nous  aurons  alors  les  équations 
de  deux  lignes,  dont  les  points 
d'intersection  ont  pour  abscis- 
ses les  racines  de  l'équation. 

La  première  de  ces  deux  lignes  AA'  est  une  courbe  transcen- 
dante, n'ayant  qu'une  seule  branche  infinie  dans  les  deux  sens. 
Cette  branche,  qui  a  pour  asymptotes  les  lignes  logarithmiques 
dont  les  équations  sont  : 

x  =  \o^y    et    — a;=logi/, 

passe  par  l'origine  des  coordonnées,  qui  est,  en  même  temps, 
son  centre. 

La  seconde  de  ces  deux  lignes  BB'  est  une  droite  qui  passe 
également  par  l'origine. 

Comme  les  deux  lignes  passent  par  l'origine,  l'équation  est 
vérifiée  par  a?  =  0.  En  outre,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  n'ont 
qu'une  seule  intersection  du  côté  des  x  positifs  ;  par  conséquent, 
l'équation  a  une  racine  positive  que  nous  allons  déterminer. 

Mettons  d'abord  l'équation  sous  la  forme. 


u^  =  e=''—  e-' — 5,2084a;  =  0  ; 


270 


LIVRE  IV. 


et  cherchons  les  valeurs  que  prend  cette  fonction  pour  des 
valeurs  entières  de  la  variable  x.  Nous  aurons  : 


x  =  0, 

e-=  1, 

e--=l. 

u,  =  0; 

x=l. 

e'=    2,718, 

e-«  =  0,368, 

u^  =  —  2,934; 

a;  =  2, 

6"=    7,389, 

e-*  =  0,135, 

W2  =  — 3,314; 

a;  =  3, 

6^  =  20,086, 

6-^  =  0,050. 

w,  ==  +  4,184. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  2  et  3. 
Si  maintenant  nous  cherchons  les  valeurs  de  u,  correspon- 
dant à  a?  =  2,5,  07  =  2,6, 0?  =  2,7...,  nous  aurons; 


a;  =  2,5, 

u  =  -^  1,1096; 

a;  =  2,6, 

w==  — 0,3489; 

a;  =  2,7, 

1*  =  + 0,5447; 

et  la  racine  est  comprise  entre  2,6  et  2,7. 

En  partageant  cet  intervalle  en  dix  parties  égales,  et  en  cal- 
culant les  valeurs  intermédiaires  de  u  avec  leurs  différences, 
nous  aurons  le  tableau  suivant  : 


X 

u 

2,64 

—  0,00792 

2,65 

+  0,08079 

2,66 

+  0,17090 

2,67 

+  0,26243 

2,68 

+  0,35541 

2,69 

+  0,44984 

Alt 


8871 
9011 
9153 
9298 
9443 


^ht 


140 
142 
145 
145 


Les  différences  du  second  ordre  étant  peu  différentes,  la  fonc- 
tion Uxy  prise  entre  x  =  2,64  et  a?  =  2,65,  peut  être  considérée 
comme  une  fonction  algébrique  du  second  degré.  On  appliquera 
donc  la  formule  dMnterpolation  de  Newton, 


«.  =  «.+^A.,  +  |i^'(^-l)AX 


dans  laquelle  on  devra  poser 


2,64 


/i=0,01, 


Uo=z—  0,00792,     Awo  =  0,08871,     ^hi^  =  0,00140. 
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Comme  x  —  x^  est  la  correction  à  faire  à  la  valeur  approchée 

a;    ^~^?  sera  le  nombre  de  centièmes  de  cette  correction. 
h 

Donc,  en  nommant  z  le  nombre  de  centièmes  que  Ton  doit 
ajouter  à  2,64  pour  former  la  racine,  on  a  : 

.    -2r(2  — 1).,    . 

et  Uj,  devant  être  nul,  on  en  déduit  : 

rn  y,      z(z—l)^^u, 

'■*-'  ^u,  1.2     'Auo* 

Pour  résoudre  cette  équation  du  second  degré,  on  peut  pro- 
filer de  ce  que  z  est  très-petit,  pour  négliger  d'abord  le  second 
terme  du  second  membre,  et  prendre  comme  première  ap- 
proximation : 

z  =  '-  :—=  0,0892797. 

Ai/o 

Puis  remplaçant  z  par  cette  valeur  dans  le  second  membre  de 
l'équation  [1],  on  trouve  plus  exactement  : 

2=0,089921; 

par  suite,  la  valeur  de  a;  est  ; 

a;  =  ±2,64089921. 

273.  Exemple  IL  Résoudre  l'équation 

[1]  a  sin*a;  =  sin(a?—  g), 

équation  importante  qui  se  présente  dans  le  calcul  des  orbites  des 
planètes.  Soient  donnés  : 

log  a  =  0,5997582, 

et  ç=13'>40'5",01. 

Gomme  nos  tables  ordinaires  ne  donnent  pas  les  valeurs  des 
sinus  naturels,  mais  celles  de  leurs  logarithmes,  nous  prendrons 
les  logarithmes  vulgaires  des  deux  uaembres  de  l'équation  ;  ce 


272  LIVRE  IV. 

qui  du  reste  simplifiera  beaucoup  le  calcul.  L'équalion  se  pré- 
sentera alors  sous  la  forme 

log  a  +  4  log  sin  a;= log  sin  (a?  —  ç), 
ou 

[2]       u„  =  \oga-\-  k  log  sin  x  —  log  sin  {x—q)  =  0. 

Pour  obtenir  une  première  valeur  approchée  de  oj,  posons 
d'abord  : 

a;  =  g=:13040V,01; 

nous  aurons  :  log  sin  a? =T,3734 

4  log  sin  a?  =  3,4936 
log  a  =0,5998 
et  CMogsin(a; — g) — 10  =  oo  --  • 

donc  Ug.='\- co. 

De  la  même  manière,  nous  trouverons  pour  0?=  14<>: 
log  sin  07  =  1, 3837 

■  4  log  sin  a;  =3,5348 

log  a  =  0,5998 

et  CMog  sin  (a? —  g) --10  =  2,2371 

donc  W;,  =  -{-0,37l7. 

♦ 

De  cette  diminution  rapide  de  la  fonction  w«,  nous  pouvons 
conclure,  avec  quelque  probabilité,  que  la  valeur  x=  140  est 
très-rapprochée  de  l'une  des  racines  de  l'équation. 

En  effet,  on  trouve  par  des  substitutions  directes  : 

W=W20',  Wx  =  + 0,1096, 

x=  14^30',  W;,  =  + 0,0322, 

a?=L4«40',  Wx==  — 0,0277. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  14030'  et  14''40'. 
Partageant  cet  intervalle  en  deux  parties  égales,  on  -aura  : 

pour  0?=  14035',         Wa,= +0,0005. 

Par  conséquent  la  racine  est  comprise  entre  lkP3b'  et  14«40'; 
et  elle  est  très-près  du  premier  de  ces  deux  nombres. 
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Pour  obtenir  une  valeur  plus  approchée  de  x,  cherchons,  à 
7  décimales,  les  valeurs  de  la  fonction  U;,  correspondant  aux 
valeurs  de  rc,  de  dix  en  dix  secondes,  depuis  x  =^  14035';  et 
formons  le  tableau  suivant,  après  avoir  pris  les  différences 
successives  : 


à^ii 


X 

u 

Alt 

14035' 

+  0,0004870 

-  0,0009924 

14035'10" 

—  0,0005054 

—  0,0009884 

14035'20'^ 

—  0,0014938 

—  0  0009844 

14°35'30'^ 

—  0,0024782 

—0,0009805 

14035'40" 

—  0,0034587 

—  0,0000040 

—  0,0000040 
—0,0000039 


On  voit  que,  pour  des  valeurs  de  x  équidistantes  et  assez 
voisines,  les  différences  secondes  de  la  fonction  u„  sont  à  peu 
près  égales;  donc  le  premier  membre  de  l'équation  proposée, 
dans  les  limites  restreintes  que  nous  lui  avons  tracées,  peut  être 
considéré  comme  une  fonction  algébrique  du  second  degré. 

En  procédant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  trouve  : 


et  en  substituant  les  valeurs  de  Wq?  ^^o  et  ^Hiq  contenues  dans  le 
tableau,  savoir  : 

Wo=:  +  0,000  4870,    . 


nous  aurons  ! 


ou 


Awo=— 0,000  9924, 


AX =+0,000  0040, 

0  =  +  4870  —  9924z  +  20  {z"^  —  z). 
2-  — 497,2^  +  243, 5  zzzO; 


et,  en  prenant  la  plus  petite  racine  de  cette  équation  du  second 
degré  (la  plus  grande  surpasserait  596),  on  a  : 

^  =  0,4902267... 

Dans  ce  calcul,  nous  avons  pris  pour  unité  d'intervalle  l'arc  de 

Alg.  sp.  B.  18 
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dix  secondes;  la  correction  sera  donc  =  4'',902,  et  la  racine, 
exacte  aux  millièmes  de  secondes,  est  : 


Si  nous  voulons  vérifier  ce  résultat,  nous  trouverons  : 

a;  — ç=54'59'',892, 
]ogsina;=:T,401  07445 

4logsina;=  3,604  2978 

]oga  =  0,599  7582 

et        CMogsin(a?~<7)-~  10=^  1,795  9440 
donc                                 u^:=  0; 

le  résultat  obtenu  est  exact. 

Mais  Téquation  [1]  étant  une  équation  transcendante,  outre 
cette  première  racine  réelle,  il  peut  y  en  avoir  encore  une  ou 
plusieurs  autres,  ou  même  une  infinité. 

En  effet,  lorsqu'on  continue  les  recherches,  on  trouve  encore 
sur  la  première  circonférence  du  cercle,  trois  autres  racines 

Xi  =    320  2'28", 

ir2=137027'59^ 

X3=  193«  4'18'; 

de  plus,  à  chacune  de  ces  quatre  valeurs  de  ic,  correspondent 
une  infinité  d'autres,  positives  ou  négatives,  et  qui  sont  toutes 
comprises  dans  l'expression  générale 

a?  + /ex  360% 

h  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négafif. 

§  II.  Résolution  des  équations  transcendantes  par  la  méthode 
des  substitutions  successives. 

274.  MÉTHODE  DES  SUBSTITUTIONS  SUCCESSIVES.  La  méthodc, 
que  nous  appliquerons  à  l'exemple  qui  va  suivre,  est  d'un  emploi 
très- commode  dans  tous  les  cas  où  la  nature  du  problème  per- 
met de  l'adopter.  Voici,  d'abord ,  d'une  manière  générale,  le 
principe  sur  lequel  elle  repose. 
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Soit  x  =  (^{x) 

une  équation  (mise,  comme  on  voit,  sous  une  forme  particu- 
lière) ;  et  supposons  que  l'on  ait  trouvé  une  valeur  approchée  a 
de  sa  racine  :  on  aura,  par  suite,  approximativement  : 

soit  h  cette  valeur;  en  l'adoptant,  on  trouvera  : 

soit  c  cette  troisième  valeur;  on  en  déduira  : 

a;  =  cp  (c)  =  d, 

et  la  série  des  nombres  a,  fc,  c,  <:^...,qui  peut  se  continuer  indé- 
finiment, convergera,  quelquefois,  très-rapidement  vers  la  véri- 
table racine. 

Pour  apprécier  la  rapidité  de  cette  convergence,  nommons 
(a  +  /i)  la  valeur  exacte  de  la  racine;  nous  aurons  : 

a-\-h=zo{a-\-h). 
Or,  la  fraction  ^{a  +  h)~^[a) 

lï 

diffère  peu  de  la  dérivée  <p'  (a).  On  a  donc,  en  désignant  cette 
fraction  par  cp'  {a)  +  e  : 

c^{a-\-h)  =  h^'  (a)  +  cp  (a)  +  he 

donc  a  +  /i  =  /icp'(a)  +  (p(a)  +  /i£ 

et,  par  suite,        (a  +  /i)  —  <p  (a)  =  /zcp'  {a)  +hô 

l'erreur  commise,  en  prenant  ?  (a)  pour  racine,  est  donc,  â  très- 
peu  près,  /icp'  (a),  c'est-à-d'ire  le  produit  de  l'erreur  précédente 
h  par  cp'  (a).  On  voit  que  Terreur  diminue,  si  cp'  (a)  est  moindre 
que  1  ;  dans  le  cas  contraire,  la  méthode  n'est  pas  applicable. 

276.  Exemple.  Déterminer  les  racinjs  réelles  de  l'équation 

-=  =  329476. 
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Il  est  évident  que  celle  équation  ne  peut  pas  avoir  de  racines 
négatives,  parce  que,  pour  un  x  négatif,  le  radical  deviendrait 
imaginaire;  nous  n'avons  donc  qu'à  nous  occuper  de  la  re- 
cherche des  racines  positives. 

Le  calcul  deviendra  plus  simple,  si  nous  prenons  les  loga- 
rithmes vulgaires  des  deux  membres;  l'équation  devient  alors  : 

[1]  a;  =  |log  a? +  5,5178238...; 

elle  est  ainsi  sous  la  forme  qui  permet  d'appUquer  la  méthode. 

En  posant    i/  =  a;,  et  ^  =  iloga;  + 5,5178238, 

nous  aurons  deux  lignes,  dont  les  abscisses  des  points  d'inter- 
section représentent  les  racines  de  l'équation. 

La  première  est  une 
droite,  bissectrice  de  l'angle 
des  coordonnées  orthogo- 
nales; la  seconde  est  une 
ligne  logarithmique,  for- 
mée par  une  seule  branche 
infinie,  et  ayant  pour 
asymptote  l'axe  des  y.  Les 
deux  lignes  se  coupent  en 
deux  points  ;  le  premier  très- 
voisin  de  l'origine;  l'ab- 
scisse du  second  est  com- 
prise entre  5  et  6.  Il  ne  peut  y  avoir  d'autres  points  de  rencon- 
tre; et,  par  suite,  l'équation  n'a  que  deux  racines  positives. 

Comme  la  valeur  du  terme  connu  de  l'équalion  [1]  est  près 
de  6,  posons,  en  premier  lieu  :  a;  =  6,  et  substituons  cette  valeur 
dans  le  second  membre  de  l'équation  [1]  ;  nous  aurons  alors 
une  valeur  de  a?  plus  rapprochée  que  la  première, 


•    a;  =  41og  6  +  5,5178  =  5,9069. 

En  substituant  celte  seconde  valeur  de  x  dans  l'équation  [1], 
nous  aurons  : 


ijog  5,9069  + 5,517    8238     =5,903  5036, 
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Poursuivant  ce  procédé ,  nous  obtiendrons  pour  la  troisième 
substitution  : 

a?  =  ilog  5,903  5036 +  5,517  8238  =  5,903  3787; 

ensuite  :    a;  =  ilog  5,903  3787  +  5,517  8238  =  5,903  3741, 

puis  :         a;  =  ilog  5,903  3741 +5,517  8238, 

ou  a;=  5,903  3740. 

Le  dernier  résultat  est  exact  à  sept  décimales;  car  on  trouve  : 

loga;  =  log  5,903  3740  =  0,771    1004 


donc  :  ^loga;  =  0,385  5502 

5,517   8238 
d'où  ilog  07  +  5,5178. ...  =  5,903  3740=07. 

Si  nous  reprenons  les  considérations  générales,  par  lesquelles 
nous  avons  commencé  ce  paragraphe,  nous  verrons,  en  les  ap- 
pliquant à  l'exemple  actuel,  que  l'on  a  : 

cp(ic)=|  logo; +5,5178238, 

Or,  X  étant  à  peu  près  égal  à  6,  cette  valeur  de  (f'{x)  est  à  peu 
près  -2ij;  et,  par  suite,  chaque  valeur  obtenue  est  environ  vingt 
fols  plus  approchée  que  la  précédente. 
Il  nous  reste  encore  à  évaluer  la  seconde  racine  de  l'équation 

[1]  ir  —  ilogo;  — 5,517  8238  =  0, 

racine  qui  est  comprise  entre  0  et  1.  Gomme  x  est  nécessaire- 
ment une  fraction  très-petite,  nous  pouvons  négliger  le  premier 
terme  de  l'équation,  qui  deviendra  aloi's  : 

iloga;  =  — 5,517  8238, 

log  a;  =  —  11,035  6476 

=  12,964  3524; 

d'où  l'on  tire        a;  =  0,00000  00000  0921  r97, 
valeur  exacte  à  dix-sept  décimales. 
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§  III.  Résolution  des  équations  transcendantes  par  la  méthode  de  Newton. 

276.  Exposé  de  la  méthode.  La  méthode  de  Newton  s'ap- 
plique,  sans  modification,  à  la  recherche  des  racines  d'une 
équation  transcendante,  pourvu  que  l'on  en  connaisse  toutefois 
une  première  valeur  approchée. 

Soit,  en  effet, 

une  équation  ;  et  soit  n  une  valeur  approchée  de  la  racine,  dont 
nous  représenterons  la  valeur  exacte  par  (a  +  /i). 

On  aur^  :  F  (a  +  /i)  =  0  ; 

.    ,               ,               F(a  +  h)-¥(a) 
mais  le  rapport  — ^^ — î— ^ ^ 

diffère  peu  de  F'  (a)  ;  et  l'on  a,  par  conséquent,  en  désignant 
par  6  un  nombre  très-petit  : 


—ij  (a)  +  £; 


d'où  Ton  déduit,  en  remarquant  que  ¥(a-\-h)  est  nul 


F'(a)  +  £' 


F  (a) 


et  —  r^H  est,  par  suite,  une  valeur  approchée  de  h, 

277.  Exemple  I.  Soit  donnée  l'équation 

[1]  a?^— 100  =  0. 

Substituons  d'abord  à  la  variable  x  les  nomores  naturels  ; 
nous  aurons  : 

0°=1,   1^=1,  2^  =  4,  33=27,  4^  =  256,... 

On  en  conclut  que  notre  équation  n'a  qu'une  seule  racine  réelle, 
et  que  cette  racine  est  comprise  entre  3  et  4. 
Le  calcul  devient  beaucoup  plus  simple,  lorsque ,  au  lieu  de 
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traiter  l'équation  sous  la  forme  donnée  [l],  nous  prenons  les 
logarithmes  vulgaires  des  deux  membres  ;  nous  aurons  alors  : 

a?:loga;=2. 

Ainsi  donc  nous  aurons  : 

F  (a;)  =  a; logo? — 2; 
d'où  F'  (x)  =  log  a;  +  log"  ^  * 

où  e  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens. 

Ces  valeurs  de  F  (a?)  et  de  F' (a;),  substituées  dans  la  formule 
générale,  qui  exprime  la  correction  fournie  par  la  méthode  de 
Newton,  donneront  pour  h. 

,  ¥  (x)  x]o<xx — 2         2  —  a^loga; 


F'  {x)  log  X  +  log  e      log  e  +  log  x' 

Première  approximation.  Nous  avons  trouvé  ci -dessus,  que 
la  valeur  de  x  est  comprise  entre  3  et  4.  Posons  d'abord  a;  =  3, 5, 
et  calculons  à  3  décimales.  Nous  aurons  alors  : 


- 

a;  =  3,5 

log  e  =  0,434 

log  a;  ==0,544 

log  a;  =  0,544 

d'où 

a;loga;=l,904 

log  e  + log  a;  =  0,978; 

et       2- 

-a;Ioga;=:0,096; 

donc 

h  = 

°'°^'  =  0,098; 
n  Q7ft       ^,^^^  , 

et  la  valeur  approchée  de  x  sera  :   •* 

a;  =  3,598. 
Deuxième  approximation.  Nous  avons  : 

a;  =  3,598  log  6  =  0,434  2945 

donc      log  37  =  0,556  0612  log  a;  =  0,556  0612 


a; log  x  =  2,000  7082,     log  e  +  iog  x  =  0,990  3557; 

eta;loga;— 2  =  0,000  7082; 
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,  ,  0,000  7082 

et  a;  =  3,598  — 0,00071  510 

ou  a;  =3,597  2849, 

Troisième  approximation.  Pour  avoir  une  valeur  de  x  encore 
plus  approchée,  posons  maintenant  : 

0^  =  3,597  285; 
nous  aurons  : 

log  07  =  0,5559404378  logo;=  5, 55594  04378 

07logo;=  1,99909  997677  lO£-e  =  0,43429  44819 


d'où  OJlogo;— 2  =  0,00000  002323,  logo;  +  loge= 0,9^023  49197, 

ce  qui  donne  pour  valeur  de  h, 

,        0,00000  002323 

^  =  0,99023  49197  =  ^'^^^^^  ^023458  ; 

et  la  valeur  de  o?,  exacte  à  dix  décimales,  est  : 

07  =  3,5^728  50235. 

278.  Exemple  II.  Résoudre  l'équation  : 

07  — £sino?  =  a; 

etsoieiu  e  =  0,245  31615, 

log£=  1,389  7262, 

a  =  329H4'27^66. 

Cette  équation  se  présente  dans  l'étude  du  mouvement  elliptique 
des  planètes,  lorsqu'on  cherche  la  position  de  V astre  dans  son  orbite, 
à  une  époque  donnée. 

Avant  de  passer  à  la  résolution  de  cette  équation,  nous  allons 
montrer  comment  on  réduit  en  degrés  un  arc  de  cercle  exprimé 
en  parties  de  rayons,  et  réciproquement. 
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On  sait  que,  pour  le  rayon  =  1,  la  demi-circonférence  du 
cercle,  ou  18 O"»,  est  égale  à 

7r  =  3,14159  26535  89793  23846...; 
donc  Tare  égal  au  rayon  sera  : 

1=  -^  =  57% 29577  95130  8232Ï.... 

=  57  <'17'/i4'',806247...  =  206264",  806247.... 

C'est  donc  par  ce  dernier  nombre  quil  faudra  multiplier  la  lon- 
gueur d'un  arc  donné  en  parties  du  rayon,  pour  le  ramener  à  la 
mesure  ordinaire  des  arcs;  et  réciproquement,  en  divisant  k  nombre 
de  secondes,  que  contient  un  arc  de  cercle^  par  206264,806247...., 
on  obtient  sa  longueur  en  parties  du  rayon. 

Si,  par  exemple,  nous  voulions  convertir  en  parties  du  rayon 
rarcdecerclea  =  3290  44'27",66,  nous  aurions  : 

a=  1186067",66, 

loga=6,074  4755, 
log 206264", 8  =  5,314  4251, 

donc  loga?=  0,760  0504; 

et  de  là,  en  parties  du  rayon, 

rr  =  5,755  067; 

en  sorte  que  l'arc  de  329°  44' 27",  66  vaut  environ  5  |  fois  le 
rayon. 

On  donne  quelquefois  celte  règle  de  conversion  sous  une  autre 
forme,  équivalente  à  la  première.  Désignons  par  a  la  longueur 
d'un  arc  en  parties  du  rayon,  et  par  a  le  nombre  de  secondes 
qu'il  renferme  :  si  l'on  divise  a  par  la  longueur  de  l'arc  d'une 
seconde  en  parties  du  rayon,  on  a  évidemment  pour  quotient  a . 

Ainsi      "     =  a.  Mais  l'arc  d'une  seconde  et  son  sinus  sont 
arc  1" 

égaux  à  moins  de  j-^^  ;  donc  ; 

/,    et    a  =:  a  sin  1", 


sin  1 
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Ainsi,  pour  convertir  en  secondes  un  arc  exprimé  en  parties 
du  rayon,  il  faut  diviser  sa  longueur  par  sinl'';  et  réciproque- 
ment,  pour  exprimer  en  parties  du  rayon  un  arc  évalué  en  degrés, 
minutes  et  secondes,  il  faut  le  convertir  en  secondes,  et  multiplier  le 
résultat  par  sin  !'■ . 

Nous  n'avons  pas  besoin  de  dire  que  le  logarithme  de  sin  1" 
se  trouve  à  la  première  page  des  tables. 

Ceci  posé,  déterminons  d'abord  le  quadrant  du  cercle,  qui 
comprend  l'arc  x;  et  pour  cela,  substituons  à  x,  dans  l'expres- 
sion 

F(ir)=^^  —  £sina;— 5,755067, 

les  valeurs  linéaires  de  0%  90»,  iSQo,  270»,  390o.  Le  résultat  sera  : 

a;  =  0°  £Sina;  =  0  p  (a?)  =  —5,75... 

a;  =  90'*  =  |  esina;  =  0,25  F  (a?)  =  —  4,43... 

a7=180°  =  7c         esina;  =  0  F(a;)  =  — 2,61 

a;  =  270''=  -^      Esina7  =  — 0,15      F(a;)=— 0,79 

ic=^360«=27r      esina7  =  0  F(a;)=+0,53 

Donc  l'arc  x  est  compris  entre  270»  et  360",  ce  qui  était  facile  à 
prévoir  ;  et,  comme  son  sinus  est  négatif,  x  est  plus  petit  que 

a  =  329^44' 27'',  66. 

Première  approximation,  par  parties  proportionnelles. 
Posons  d'abord  07=320%  et  calculons  la  valeur  correspondante 
de  F(2).Pour  réduire  l'expression  en  degrés,  minutes  et  se- 
condes, nous  multiplierons,  d'après  la  règle,  le  terme  e  sina?  par 
206264,8...,  ou  nous  le  diviserons  par  sin  \",  et  nous  aurons  : 

sin  x  =  sin  320"  =  —  sin  40"  ; 

ou  log(  —  sina7)=  1,8081, 

log£=:_l,3897, 

log  206264=  5,3144, 

iog(—esinrcX  206264")  =  4,5122; 
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donc  20ô264''X£sina;=— 32525"  =  — 9''2'5'''; 

et  de  là  :  07=320^ 

—  esina;  =  +9''2'5", 

—  a=:— 329''44'28^ 
Donc:  ¥{x)  =  —  42'  23"  =—  2543"; 

l'arc  de  320»  est  donc  trop  petit. 
De  la  même  manière,  on  obtiendrait  pour  a?— 330o, 

F(a;)=+7''17'12''=26232''; 

donc  l'arc  rr  =  330"  est  trop  grand,  et  la  racine  Ce  l'équation  est 
comprise  entre  320  et  330**. 
La  différence  des  deux  valeurs, 

F  (320*')=—   2543'^ 

et  F(330o)  =+26232'^, 

étant  égale  à  28775",  pour  un  intervalle  de  10^  nous  pourrons 
admettre  comme  valeur  approchée  de  a;, 

a;=320°+-^^X10'>=320«53'. 

Application  de  la  méthode  de  Newton.  On  a  : 
F(a;)  =  a?  — ssiniT— 329''44'27^06, 
F'(a;)=l  —  ecosic. 
Prenons  la  valeur  approchée  de  x  comme  point  de  départ. 
Soient  c  =  320°53'    et    x  =  a-\-h; 

F(a)             a  — esina  — 329''44'27^66 
nous  aurons  :    h= —  ~-^  = — . 

F  (a)  1  — £C0Sa 

log(— sina)=T,799  9618  logCOSa  =  î,889  7850 

log£  =  ï,389  7262  loge  =  1,389  7262 

log206264  =  5,314  4251  log(£COSa)  =î,279  5112 

log(— esina)  =  4,504   1129  eCOSa  =  0,190  3317 

d'où  —  esina  =  3l923'',67  F'(a)  =  2 —eCOSa  =0,809  6683. 

=  80 52' 3",  67. 
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Donc 

a=      320«53' 
—  esina  =  -f      8°52'3'',67 
—  a  =  — 329044'27",66 

et 

F(a)  =  36'^,01. 

Mais 

h=- 

_F(oc)_          36",01          _ 
F'(a)            0,8096683~       ^^  ,^^"' 

Donc  a7=320'^53'— 44''48  =  320«52'15''52, 

valeur  exacte  aux  centièmes  de  secondes. 
Vérification  du  rcsulint  obtenu:  Nous  avons  trouvé  : 

a;=320«52'15",52; 

donc  sina;=:— sin39^7'44",48; 

et  log(~sina;)=r,800  0767 

log£  =  1~389  7262 

log206264''=r  5,314  4251 


Ioy(— esina;)  ==4,504  2280 

P'ov  —  esina;=31932'',  14=:8052'12",14, 

Or       ,  x=      320"^52'15';52 

—  esina;=+      8052'12'',  14 

—  a=— 329'^44'27^66 


riorame  on  voit,  la  méthode  de  Newton  nous  a  donné,  par  un 
seul  calcul,  la  valeur  exacte  de  l'arc  x. 

g  IV.  Résolution  de  l'équation  cc  =  tang  x. 

Cette  équation  se  présente  dans  la  théorie  de  la  chaleur j  et  dans  la 
théorie  des  vibrations  des  corps  élastiques. 

279.  Considérations  générales,  ^l"  Comme  l'équation  ne 
change  pas  lorsqu'on  y  remplace  o?  par  (—  x),  il  en  résulte  qu'à 
chnque  racine  correspond  une  autre  racine  égale,  mais  de  signe 
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contraire.  Nous  ne  nous  occuperons  donc  que  de  la  recherche 
des  racines  positives. 

2°  Lorsque  x  est  positif,  il  faut  que  la  tangente  le  soit  égale- 
ment, pour  que  {x  —  tanga;)  devienne  nul.  Les  arcs  x  sont  donc 
terminés  dans  le  1^%  le  3%  le  5^..  quadrant  du  cercle,  et  leurs 
valeurs  sont  comprises  entre  u-k  et  (?i  +  ^)7r;  tt  étant  égal  à  la 
demi-circonférence  du  cercle  ou  à  180%  et  n  étant  un  nombre 
quelconque,  entier  et  positif. 

3°  Dans  chacun  de  ces  quadrants,  l'arc  x  va  en  augmentant 
depuis  a; = n TT  jusqu'à  a;  =:(?i  +  ^)Tr;  la  tangente  augmente  d'une 
manière  continue  depuis  zéro  jusqu'à  l'inllni;  par  conséquent, 
il  y  a  dans  chacun  des  quadrants  indiqués  une  racine  réelle,  et 
il  n'y  en  a  qu'une  seule  ;  et  l'équation  proposée  admet  une  infi- 
nité de  racines  positives  et  négatives. 

4°  L'équation  étant  vérifiée  par.a?  =  0,  la  racine  correspon- 
dante au  premier  quadrant  est  zéro  ;  pour  toutes  les  autres  va- 
leurs de  0?,  comprises  dans  le  premier  quadrant,  on  sait  que 
tanga;>>arc  a?. 

5*  Si  l'on  représente  pai  (?i7î  f  a^)  id  ii''«  racine  («„  étant 

moindre  que  ^  ) ,  il  est  facile  de  voir,  que  cet  arc  «„  est  d'autant 

plus  grand  que  n  est  plus  grand. 

Soit,  en  effet,  n'Tr  +  «n'  la  solution  qui  correspond  à  un  nom- 
bre n'  supérieur  à  7i,  on  a  : 

tang  (?nr  +  «„)  =  tang  an  n^riTc  -j-  ««, 

tang {n'iz  -|-  a„')  =  tang  «„-  =  n'iz  +  «n'  ; 

or,  n'  étant  plus  grand  que  n,  la  différence  n'-rr  +««-  —  nw  —  a„ 
ou  {n' — n)-K-\-a.n' — «n  est  positive;  puisque  {n'  —  n)-!z  est  au  moins 
égal  à  TT  ;  donc  [n'-K  +  «n  )  surpasse  {mz  +  a„)  ;  donc  tang  a„'  est  plus 
grand  que  tanga„;  et,  par  suite,  «„•  est  plus  grand  que  a„, 
comme  nous  l'avions  annoncé. 

6**  Si  la  valeur  approchée  de  la  racine  est  trop  grande,  l'arc 
est  plus  petit  que  la  tangente;  si,  au  contraire,  la  valeur  appro- 
chée de  X  est  trop  petite,  l'arc  est  plus  grand  que  la  tangente, 
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Car,  dans  chaque  quadrant,  {x  —  tango?)  est  positif,  tant  que  la 
valeur  donnée  à  x  est  inférieure  à  la  racine  ;  et  devient  négative 
dès  que  cette  valeur  surpasse  la  racine. 

280.  Calcul  de  la  première  racine.  Ceci  posé,  déterminons 
la  plus  petite  des  racines,  celle  qui  est  terminée  dans  le 
troisième  quadrant  du  cercle.  On  sait  que  tang  180^  =  0? 
tang  2250  =  1,  et  tang  270<>  =  00  ;  or,  x  étant  plus  grand  que  tt, 
on  a: 

arc  225«>  tang  225%    arc270«<tang270o  ; 

Tare  X  est  donc  renfermé  entre  225°  et  270% 

Cherchons  maintenant  les  valeurs  linéaires  des  arc  compris 
entre  250°  et  260^  et  de  leurs  tangentes  respectives  (on  trouvera 
ces  valeurs,  qui  sont  souvent  fort  utiles,  dans  une  table,  à  la  fin 
du  volume)  ;  nous  aurons  : 

arc  250°  =4,363,-  tang  250^' =  2,747, 

arc  2520  =4,398,  tang  252o  =  3,078, 

arc  2540  =  4,433,  tang  254«  =  3,487, 

arc  2560  =  4,468,  tang  256°  =  4,011, 

arc  2570  =  4,485,  tang  2570  =4,331, 

arc  258°  =  4,503,  tang  258°  —  4,705, 

On  voit  immédiatement  que  l'arc  en  question  est  compris 
entre  257"  et  258%  ou  que  la  valeur  de  a?,  exprimée  en  parties 
du  rayon,  est  entre  4,485  et  4,503. 

Nous  admettrons  donc,  pour  première  valeur  approchée  : 

a;=4,503. 

Première  approximation  par  la  méthode  de  Newton.  Nous 

avons  l'équation  : 

F(a?)  =  a?  —  tang  oj  =  0  ; 

sa  première  dérivée  est,  par  suite: 


'^'(^)=i-ï3k=-''"8'^' 
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et  le  terme  de  correction  sera  : 

,  F  (x)      X  —  fanof  x 

F{x)         tangua; 

De  plus,  nous  supposerons  a;  =  4,503. 

Nous  aurons  alors  :  x=      4,503 

tans- a;  =      4,705 


et  o;  — tanga?  =  — 0,202. 

la  valeur  approchée  de  x  sera  donc  : 

Xi  =  4,494. 

Deuxième  approximation.  Posons  x^  =4,494,  et  calculons  à 
sept  décimales.  Pour  transformer  l'arc  x  en  degrés,  nous  nous 
servirons  de  la  table  de  réduction  contenue  dans  les  tables  de 
Gallet,  pages  214,215  et  216. 

0^1  =  4,494 

3,49065  850  =  200'* 
1,00334  15Ô 
0,99483  767=  hl^ 


0,00850  383 

843  576=    29' 

0,00006  807 

6  787=    14" 

0,00000  020=     0",04; 

donc 

a?!  =  257°  29'  14",  04. 

On  en  con 

dut  : 

log  tangrri  =  0,653  7870, 

et 

tanga'i  =  4,505  956. 

Par  suite, 

tanga^i  —  iri  =  0,011  956 

log 

[laiig 0^1  — iCi]  =  2,077  5859 
logtang2a'i  =  !l,307  5740 

log  (—/t,)  =  4,770  0119 

d'où 

h,  =  -  0,000  58886  ; 

28S  LIVRE  IV. 

ce  qui  donne  une  nouvelle  valeur  approchée  de  a?, 
0:2  =  4,493411. 

Comme  la  valeur  de  Xi  était  exacte  aux  millièmes,  Terreur 
de  Xi  sera  de  l'ordre  de  —g. 

Troisième  approximation.  Le  dernier  calcul  nous  a  donné, 
avec  une  approximation  de  —g  environ, 

a?2=tang  372=  4,49341. 

Pour  obtenir  une  valeur  de  x  encore  plus  rapprochée,  au  lieu 
de  prendre  5?2=  4,49341,  posons: 

tangiC2  =  ^,^9341  ; 

ce  qui  facilitera  de  beaucoup  le  calcul. 
Nous  avons  déjà  trouvé. (172): 

arc  cotang  4,49341  =  0,21897  94968  94113; 

de  plus,  nous  avons  : 

arc  tang  a?= 270^  —  arc  cotang  x; 

mais  270'*=  —  =    4,71238  89803  84690 

A 

et  arc  cotang  4,49341  =  0,21897  94968  94113; 

donc  a;2=arctang4,49341  =  4,49340  94834  90577 

et      tangrr2=  4,49341 

d'où  VdUgX2  —  X2=  0,00000  05165  09423; 

mais  tang^  x^  —  20,19073  34281  ; 

_x^\ax)gx  _        0,00000,05165  0942 
"^^"^  '''-     tangua;    ~~ 20, 19073  3428Î  ' 

ou  /i2  =  — 0,00000  00255  815... 

Nous  avons  trouvé  ci-dessus  : 

.Ta  =  4,49340  94834  906; 
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donc  a?3=2srr2  + /la  =  4,493409  457909, 

valeur  exacte  à  douze  décimales;  ce  nombre,  transformé  en  de- 
grés et  parties  de  degré,  devient  : 

a?3  =  257»27'12", 231224. 

Les  tables  de  logarithmes  de  Vlacq,  tables  à  dix  décimales, 
donnent  : 

'    tangaî3  =  4,^34  09458; 

ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  le  résultat  obtenu. 

281.  RÉSOLUTION  GÉNÉRALE  DE  l'équ^tion.  L'équation 

[1]  X — tanga;  =  0, 

qui  se  distingue  par  la  rapidité  avec  laquelle  on  arrive  à  la  dé- 
termination nette  et  complète  de  ses  racines,  est,  en  outre, 
remarquable  par  la  facilité  avec  laquelle  elle  se  prête  à  une  ré- 
solution générale,  analogue  à  celle  des  équations  algébriques 
du  second  degré. 

En  effet,  il  suffît  de  trois  ou  quatre  substitutions  successives 
pour  obtenir  Texpression  générale  de  toutes  ces  racmes  avec 
une  grande  précision. 

Nous  avons  déjà  établi  (page  285),  que  la  nT"  racine  est  plus 

petite  que  (n  -j-  -  j  tt,  ou  que  (2n  +  1)  |.  Posons  donc  : 

(2n+l)j  =  a;  +  0, 

équation  dans  laquelle  6  désigne  la  dislance  de  l'extrémité  de 
l'arc  X  à  celle  du  quadrant  où  il  se  termine.  Nous  aurons  alors: 

tanga;=tang    (2n-f-  1)^  — M  =colange, 


d'où  tang6=^^^^    , 


tango; 


mais  nous  avons  également,  d'après  l'équation  proposée  : 

tanga;=:a;; 
\lg.  sp.  B.  19 
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donc  '  tang6=l, 

ce 

«t  [2]  (2n+l)^z=.x  +  arc.  tang - . 

^  X 

Or  -  est  plus  petit  que  1  :  on  peut  donc  développer  en  série 
cette  dernière  expression;  et  Ton  a: 

d'où,  en  désignant  (2n+ 1)  ?  par  a  : 

ron  1,11.1 

[3]  x=a-^i---—+—-^,.. 

G*est  de  cette  équation  que  nous  tirerons  la  valeur  de  x  en  fonc- 
tion de  a. 

Négligeons  d'abord  le  terme  -  et  les  termes  suivants  :  nous 

X 

aurons  x=  a;  si  nous  substituons  cette  valeur  à  x  dans  le  second 
membre  de  Téqua-tion  [3],  nous  aurons,  en  négligeant  les  3" .. . 
puissances  : 

1 
a 

Une  nouvelle  substitution,  avec  suppression  des  5"  puissances, 
donnera  : 


(-3  '(«-=)• 


2     i 


Car  la  division  donne  : 


1     1+1+1+ 


1       a  *   ar  *   a' 

a 

a 
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En  substituant  celte  valeur  de  x  dans  le  second  membre  de  l'é- 
quation [3],  en  effectuant  les  divisions  et  en  négligeant  les 
7^5  puissances,  nous  aurons  une  valeur  de  x  encore  plus  ap- 
prochée : 

1.1  .1 

x=a — 


Enfin,  pour  obtenir  une  nouvelle  approximation,  remplaçons  x 
par  cette  dernière  valeur,  effectuons  les  divisions  et  négligeons 
les  9^'  puissances  ;  le  résultat  sera  : 

_       1 , 1 1         ,    1 


ou 

X 


(       1       2       15a«\  '     /       1       2  Y 


5ia-i^^'^^^ 


ou 

1        2  13  146 


^""^      a      3a'       15a*      105a^' 

Un  nouveau  calcul  donnerait  le  6"  terme  de  la  série,  qui  est 

781  •.  . 

315a'* 

En  remplaçant,  dans  cette  formule,  a  par  sa  valeur  (2n+ 1)  -,. 
et  Tz  par  3,14159  26....,  l'équation  se  présentera  sous  la  forme  : 

[41     a;zz=(2n  +  l).^— ,,    \    ,.  X0,63661  97723  67581 
^  -•  ^  2       ( 2n-j- 1} 

^         X  0,17200  81836  — 7--^r--^X  0,09062  596 


(2îi+l)^^    '  (2n+l) 

^^-1-j^X  0,05892  837-^^^ 
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Pour  avoir  immédiatement  la  valeur  de  la  1",  de  la  2%  de  la  3«. . . . 

racine,  on  n'aurait  qu*à  substituer  à  n  les  nombres  1,  2,  3 

A  mesure  que  le  nombre  n  augmente ,  le  nombre  des  termes 
diminue  pour  un  même  degré  d'exactitude;  et  la  valeur  de  x 
finit  par  se  réduire  au  premier  terme 

^=(2n  +  l)^, 

lorsque  n  devient  infini. 

Si,  par  exemple,  on  voulait  obtenir,  à  sept  décimales,  la 
10«  racine,  il  suffirait  des  quatre  premiers  termes;  on  aurait  : 

2n+l=21, 

a;  =  21  X9Û«  =  32,986  72286 (voy.  Callet,  p.  214) 

—  0,030  31523 

—  0,00001857 

—  0,00000002 
OU                        a;  =32,956  3890. 

Le  calcul  devient  encore  plus  simple ,  lorsqu'on  convertit  les 
coefficients  de  Téquation  [2]  en  degrés,  minutes  et  secondes; 
opération  qui  serait  extrêmement  simple  à  l'aide  de  la  table  de 
réduction  de  Callet. 

On  obtient  alors  : 

/.      ,    ,x  n^n       131312",25       35479",24 
[5]     a;  =  (2n+l).900~_-p^^-^^^^^ 

18693"  12155"  8784" 


(2n+l)^      {2n  +  iy      (271+1)- 


Calculant,  d'après  cette  formule,  la  5«  racine  de  l'équation,  on 
aura  : 

w  =  5,    2n  +  l  =  ll. 

Il  suffira  d'évaluer  les  quatre  premiers  termes,  et  encore  le 
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quatrième  n'influe-t-il  que  sur  les  fractions  de  secondes.  On 
aura  : 

X—  11  X90»  — (11937",48-t-26'.66  +  0",12) 

=  11X90°—   11964",26 

OU  ir==llX900  — 3M9'24''26. 

Voici  les  valeurs  des  onze  premières  racines  : 

a?o=  90»  — 90», 

X,—  3X90»  — 12«32'48'', 
X^—  5X90»—  7»  22' 32", 
0-3=  7X90»—  5»  14' 22', 
X^—  9X90»—  4»  3' 59", 
iC5=ll  X90»—  3»  19' 24", 
a;6  =  13X90»—  2»48'37'^ 
a;7=  15X90»—  2»  26'  5", 
ir8  =  17X90»—  2»  8'51", 
ir9  =  19X90»—  1»55'16". 
a;,o=21  X90»—    1«44'17". 
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EXERCICES. 

I.  Étant  donné  un  quadrant  de  cercle  BCD,  trouver  un  arc  BM,  tel  que  le 
secteur  BCM  soit  égal  au  triangle  CDR  formé 
par  le  rayon  CD,  la  cosécante  CR  et  la  cotan- 
gente  DR. 

Soit  l'arcBM^aj;  l'équation  à  résoudre  sera: 

X  =  COtg  X. 

Et  l'on  trouvera: 

=  49n7'36",5b, 

X  =  cotanga;  =0,860  3334. 

II.  Trouver  un  secteur  BCM,  qui  soit  la  moi- 
tié du  triangle  CET  formé  par  le  rayon  CB,  la  tangente  BT  et  la  sécante  CT 


Équation 
Solution  : 


2a;=:tanga;. 

a;  =  66»46'54",23, 

2a;  =  tanga;=2,331122. 


III.  Partager  le  demi-cercle  ADMB  en  deux  parties  équivalentes,  par  une 
corde  ÂM  menée  à  l'extrémité  du  diamètre. 

On  cherche  l'angle  MCD  =  (f. 

Équation:  ç^cosç. 

Solution:  <p=.42«20'4r',25, 

cp=coscp  =0,739  0851. 

IV.  Étant  donné  un  quadrant  de  cercle  pCD,  mener  une  perpendiculaire  MP 
au  rayon  CB,  qui  partage  l'aire  du  quadrant  en  deux  parties  égaies. 

Soit  l'arc  BM  =  x-,  on  obtient  l'équation  : 


2a;~-  =  sin2a?. 


En  posant: 

l'équation  deviendra 
Solution  de  rexcrcice  111. 


2a; -^-^, 


js=cos;s. 
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V.  Déterminer  le  secteur  du  cercle  ACM,  de  manière  que  la  corde  AM  le  par- 
tage en  deux  parties  équivalentes,  c'est-à-dire  que  le  triangle  ACM  soit  égal  au 
segment  ADM. 

Soit  Parc  AM  =;s  ;  l'équation  à  résoudre  sera  : 

z  =  2  sin  X. 

Solution  :  H  =  108»  36'  13",  76, 

*=2sinjf  =  1,895  4942. 

VI.  Mener  d'un  point  delà  circonférence  deux  cordes  AM  et  AN,  telles  qu'elles 
divisent  l'aiie  du  cercle  en  trois  parties  égales. 

Soit  BCM  =  a;;  on  aura  l'équation  : 

Solution:  a;  =  30043' 33^0, 

=  0,536267. 

VII.  Déterminer,  dans  le  quadrant  BCD,  l'arc  BM,  de  manière  que  cet  arc 
soit  égal  à  la  corde  BM  prolongée  jusqu'au  point  F. 

Équation  :  xsin-  =  l. 

Solution:  a;  =  84''53'38",83, 

=  1,481682. 

VIII.  Résoudre  l'équation  : 
sin3a-sin3a.      -0,05848868, 


cotanga;— cotanga 
o  étant  égalà32n9'24",93. 
On  trouve:  a;  =  14<' 1435",34. 

IX.  Résoudre  l'équation  :      10'  =  19 ,  3229  X  x. 
On  trouve  :  ^  =  1>446  354. 

X.  Résoudre  l'équation  :         e*=  17,64391  Xx. 
On  trouve  :  x  =  4,337  745. 

XI.  Résoudre  l'équation  : 

a;*  =  e"=lll,3177..W 
On  trouve:*  a;  =  3,644173675; 
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Celte  équation  se  présente  dans  la  thoérie  des  spirales  logarithmiques,  et,  en 
général,  dans  la  théorie  des  courbes  qui  coïncident  dans  tous  les  points  avec 
leurs  développées. 

XII.  Résoudre  l'équation  : 

(e* + e-')  cos  a; — 2 = 0. 
On  trouve  :  a; =4,7300  4099. 

Cette  équation  se  présente  dans  la  théorie  de  la  chaînette. 

XIII.  Résoudre  l'équation  : 


On  trouve  : 

XIV.  Résoudre  l'équation 


(e*  +  e")  cos  a;  +  2  =0. 

a;=  1,8751  0402. 

i 

X 

4 

a;i=:2;563  4342. 

0-2  =  6,0586701. 

On  trouve 


Les  trois  dernières  équations  se  présentent  dans  la  théorie  des   corps  élas- 
tiques. 


APPENDICE. 

RÉSOLUTION  DE  QUELQUES  QUESTIONS 
IMPORTANTES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 

282.  But  de  ce  chapitre.  Lorsque  les  deux  termes  d'une  frac- 
tion sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  une  même  lettre  x, 
on  peut,  en  effectuant  leur  division  autant  que  possible,  décom- 
poser celle  fraction  en  un  polynôme  entier  par  rapport  à  celte 
lettre,  et  en  une  autre  fraction  dont  le  numérateur  soit  de  degré 
moindre  que  le  dénominateur.  Le  but  de  ce  chapitre  est  de 
montrer,  comment  cette  fraction  peut  elle-même  être  décom- 
posée en  d'autres  plus  simples.  Nous  supposerons  seulement 
qu'on  ait  résolu  l'équation  obtenue  en  égalant  le  dénominateur 
à  zéro,  et  qu'on  en  connaisse  toutes  les  racines.  Nous  suppose- 
rons, en  outre,  que  les  deux  termes  de  la  fraction  n'ont  aucun 
facteur  commun. 

§  L  Cas  des  racines  inégales. 

285.  Forme  de  la  fraction  dans  ce  cas.  Soit  la  fraction  ra- 
tionnelle / 

où  /{x)  désigne  un  polynôme  en  Xj  de  degré  moindre  que  F(x), 
Soient  a,  d,  c;, . . . . ,  A;,  i  les  racines  de  l'équation 

F(a;)  =  0. 

Nous  supposerons  d'abord  qu'ellessoient  toutes  inégales.  Nous 
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allons  faire  voir  que,  dans  ce  cas,  on  peut  toujours  mettre  la 
fraction  [1]  sous  la  forme  : 

A,  B,  C, ,  K,  L  désignant  des  constantes.  Pour  le  démontrer, 

nous  considérerons  A,  B,  G, . ..  .K,  L,  comme  des  coeflicienls 
indéterminés,  dont  nous  déterminerons  la  valeur;  puis  nous 
vérifierons  qu'ils  rendent  l'équation  [2]  identique. 

L'équation  [2],  si  on  multiplie  ses  deux  membres  par  F  (a?), 
devient 

L  J     /w      x  —  a^x—b^""'^x  —  k'^x—l' 

Gomme  l'équation  [3]  doit  être  identique,  il  faut  qu'elle  soit 
satisfaite  pour  les  valeurs  x  =  a^x  =  bj. . . , ,  x  =  L  Si  l'on  fait, 
par  exemple,  x  =  a,  et  si  l'on  remarque  que,  ¥{a)  étant  égal 
à  zéro,  tous  les  termes  du  second  membre  disparaissent,  excepté 
celui  qui  est  divisé  par  (a?—  a) ,  on  a  : 

en  désignant  par     ^-^      la  valeur  que  prend  le  quotient 

F(^) 

-~-9  quand  on  y  fait  a?  =  a.  Or  on  a  : 

X — Q> 

+  ••••+ 1. 2. ...m^^"^   ' 
eu  remarquant  que  ¥(a)  =  0,  on  en  conclut  : 

puis,  en  faisant  x=a,  tous  les  .termes  du  second  membre  dispa- 
raissent, à  l'exception  du  premier;  en  sorte  que 


[S].-'«^ 
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et,  par  suite,  réquation  [3]  devient  : 

/•(a)  =  AF'(a).; 
d'où  Ton  conclut  : 

Cette  valeur  de  A  n'est  pas  nulle;  car/'(a;)  =  0  n'admet  pas  la 
racine  a.  Elle  n'est  pas  infinie;  car  F(a?)=r  G  n'a  pas  de  racines 
égales. 
On  trouvera  de  même  : 

j._m    r._f(c)      j_m 

Pour  déterminer  les  valeurs  précédentes,  nous  avons  com- 
mencé par  admettre  la  possibilité  du  développement  [2]  et  de 
l'équation  [3],  qui  en  est  une  conséquence.  Il  est  donc  néces- 
saire de  démontrer  que  ces  valeurs,  qui  évidemment  sont  les 
seules  possibles,  satisfont  effectivement.  Pour  cela,  remarquons 
qu'en  les  adoptant,  l'équation  [3]  sera  satisfaite  pour  les  valeurs 
û,  5,....  k,l  de  x;  or  f{x)  étant,  par  hypothèse,  de  degré 
moindre  que  F(a;),  cette  équation  est  de  degré  (m—  1)  ;  elle  ne 
peut  donc  avoir  m  racines,  sans  être  satisfaite  identiquement. 
Ainsi  ces  valeurs  rendent  identique  l'équation  [3]  et,  par  suite, 
le  développement  [2]. 

284.  Cas  des  racines  imaginaires  inégales.  D'après  ce  qui 
précède,  en  désignant  par  f{x)  un  polynôme  de  degré  moindre 
■'  que  ¥{x) ,  et  par  a,  ??,  c  ....,  /c,  Ues  m  racines  de  F(a;)  =  0,  on  a 
identiquement  : 

^^^     Fix) ~ r{a){x—o)  ^  r{b){x—b)  ^  •  •  •  •  ^  [,'^iycc—iy 

Celte  formule  suppose  seulement  que  les  racines  a,  b,  ....yk,l 
sont  inégales.  Elle  s'applique  au  cas  où  quelques-unes  d'entre 
elles  seraient  imaginaires.  Seulement,  dans  ce  cas,  il  sera  con- 
venable de  faire  subir  au  second  membre  quelques  réductions, 
destinées  à  en  faire  disparaître  les  quantités  imaginaires  qui  y 
sont  en  évidence 
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Soient  a+p  v/--ï ,  «— P  vZ—ï  »  deux  racines  imaginaires  ;  il  est 
facile  de  voir  que  f{ct-\-p  v^— 0  et  /"(«  — p  y/— 0  ^^  diffèrent  que 
par  le  signe  de  y^— 1  ;  en  sorte  que,  l'une  des  deux  expressions 
étantP+Qv/^,  l'autre  seraP—Qy/^.  De  môme,  F'(a+pv/^) 
et  F'(a  — pv/— -l)  pourront  être  représentés  par  M  +  Ny/^^et 
M — Ny/ — 1  ;  en  sorte  que  la  somme  des  deux  termes  du  second 
membre  de  [I],  qui  correspondent  aux  racines  considérées,  est 
de  la  forme  : 

P+Qy/^=T       ^  P-Qy/^T 

(M+Ny/=^)(a;-a-py/=T)      (M— Ny/=^)(a;~«+Py/=^)' 

ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  et  supprimant  les 
termes  qui  se  détruisent  : 

2(PM4-QN)(a;  — a)  +  2PNp  — 2QMp 
(AP  +  N^)[(a;  — a)2  +  p*] 

On  voit  donc  que  les  deux  fractions  simples,  qui  correspondent 
à  deux  racines  conjuguées,  peuvent  être  réunies  en  une  seule, 
dont  le  numérateur  est  du  premier  degré  par  rapport  à  ic,  et 
dont  le  dénominateur  est  du  second  degré. 


g  II.  Cas  des  racines  égales. 

285.  P'oRME  DE  LA  FRACTION  DANS  CE  CAS.  Si  Jc  dénominatcur 
de  la  fraction 

m 

contient  des  racines  égales ,  les  formules  précédentes  ne  sont 
plus  applicables;  on  peut  néanmoins  décomposer  cette  fraction 
en  d'autres  plus  simples.  Pour  le  montrer,  nous  établirons 
d'abord  le  théorème  suivant. 

Théorème.  Si  a  désigne  une  racine  multiple  de  réquation¥(x)=Oy 
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a  son  degré  de  multiplicité,  la  fraction  rationnelle  W^  pourra  tou- 
purs  être  décomposée  de  la  manière  suivante  : 

^  ■"  F  (a;)     {x—ar  "^  {x—  a'^-'F,  {xf 

A  désignant  une  constante,  U  (x)  un  polynôme  entier  et  rationnel, 
Fi(x)  le  quotient  de  la  division  de  F  (x)  par  (x — a)*. 

On  a,  en  effet,  identiquement,  quel  que  soit  A  : 

[21       IM  =_iM__=      A  f(x)—kY,(x) 

f{x)      {x—a)'^h\{x)     (x—a)'^^  {x-arh\  {x)* 

Si  nous  déterminons  A  par  la  condition 

[3]  /'(a)-AF,(«)=0, 

le  numérateur  du  second  terme  du  second  membre  s'annulera 
pour  x=:a,  et  sera,  par  conséquent,  divisible  par  (x—a);  en 
posant  donc  : 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Remarque.  Fi{x)  étant  le  quotient  de  la  division  de  F(^)  par 
la  plus  haute  puissance  de  (x  —  a)  qui  puisse  le  diviser,  Fi(a)  ne 
sera  jamais  nul  ;  et  l'équation  [3]  fournira  toujours  pour  A  une 
valeur  finie.  On  peut  remarquer  que  cette  valeur  ne  sera  jamais 

nulle  :  car  la  fraction  '^  étant  réduite  à  sa  plus  simple  ex- 
pression, f{x)  et  F  (a;)  ne  peuvent  pas  avoir  de  racine  commune; 
et,  par  suite,  le  numérateur  f(a)  de  A  ne  peut  être  égal  à  zéro. 

f  (x) 
Après  avoir  mis  la  fraction  ^tt-t  sous  la  forme 

b{x) 

fl]  A       L        AW 


(x—a)''  '  {x~a)''-'Vi{xf 


302  APPENDICE. 

si  Ton  applique  la  même  méthode  au  second  terme  de  l'ex- 
pression [1],  on  le  mettra  sous  la  forme 


Al  étant  une  constante  qui,  cette  fois,  peut  être  nulle,  et  f^{x) 
une  fonction  entière. 

On  pourra  de  même  décomposer , M^]r.  ,  ,  en  une  somme 

de  la  forme 

L  J  {x—aY-^'^{x  —  ay-'f,  {x)  » 

et,  en  continuant  ainsi,  on  voit  que  la  fraction  proposée  ^^ 
peut  être  mise  sous  la  forme  : 

r4l     /(^)^      A  A,  i_Aa-l_  i4M. 

J     F(a;)     {x—aY^{x-aY-^'^*"'^{x—ay^,{xy 

A,  Al, .. .  Aa_i  étant  des  constantes  finies  et  déterminées,  dont  la 
première  n'est  p^s  nulle. 

On  peut  remarquer  que  le  degré  de  /"(a;)  étant  supposé  infé- 
rieur à  celui  de  FCt),  celui  de  /"«(a;),  est  inférieur  à  celui  de  ^x{x)  ; 
car,  en  multipliant  la  formule  [4]  par  F  (a?),  on  a  identique- 
ment : 

^h]    f{x)  =  k¥,x+ki{x—a)f,{x)  +  ,  . .  +An-i(a;— a)«-*Fi(a;) 

+  {x-a)U{x) 

or  f{x)  est  au  plus  du  degré  (m— 1);  il  doit  donc  en  être  de 
même  de  (x—a)%(x)  :  donc  fa.{x)  est  au  plus  du  degré  (m  —  a—  1), 
tandis  que  Fi  {x)  est  du  degré  (m— a).  De  plus,  il  n'existe  aucun 
facteur  commun  entre  f^{x)  etFi(a;);  car  ce  facteur,  divisant 
fj^x)  et  Fi  {x),  diviserait  f{x),  d'après  [5],  et  serait  ainsi  commun 

à  f{x)  et  à  F  (a;).  Il  résulte  de  là,  que  la  fraction  §-p;  se  présente 

^i\X) 

dans  les  mêmes  conditions  que  î^. 

^      F  (a?) 
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Soient  maintenant  b  une  seconde  racine  de  F(aj)=0,  et  p  son 
degré  de  multiplicité;  en  sorte  que  l'on  ait  : 

f  (x) 
on  peut  appliquer  la  méthode  précédente  à  la  fraction —H^  ;  et 

l'on  obtiendra  une  expression  de  la  forme  : 

Fi{x)~ {x—b^n     {^-^b'/-'^'  *  •  '^ix-'b)'^¥^{xf 

B,  B,,.  ..  Bp_i  étant  des  constantes  déterminées,  dont  la  pre- 
mière n'est  pas  nulle,  et  f^^Çx)  étant  une  fonction  entière  de  degré 
moindre  que  celui  de  F2  (x),  et  qui  n'a  aucun  facteur  commun 
avec  F2  (x).  Il  résulte  de  là  qu'en  général,  si  on  suppose  : 

¥(x)={x—aY{x—b)K,.{x—cy, 

f  (x) 
la  fraction  '=^  pourra  être  décomposée  de  la  manière  suivante  : 

f{x)_     A       ,         ^1         1  1    ^«-1 


¥{x}     {x — cij"  '  (x  —  ay-^  '  '  X — a 

^ {x  —  by^  {x—b]'^-'  ^       ^x  —  b 


^(x—cy^{x—cy-'  ^  "  ^x—c 

A,  Al,...  B,  Bi,. . .  C,  Cl,...  étant  des  constantes,  parmi  les- 
quelles A,  B,  . . .  C,  ne  sont  pas  nuls. 

La  méthode  précédente,  en  prouvant  la  possibilité  de  celte 
décomposition,  donne  en  même  temps  le  moyen  de  l'effectuer. 

286.  La  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  ma- 
nière. Nous  allons  maintenant  prouver,  qu'une  fraction  ration- 
nelle ne  peut  être  mise  que  d'une  seule  manière,  sous  la  forme 
indiquée  dans  le  paragraphe  précédent. 
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Supposons,  en  effet,  que  Ton  ait  trouvé  deux  développements 
d'une  même  fiaction  ralionnelle  : 

_A  Al  ^A,.i    ,       B  Bi 

{x—af'^{x-a)''-'~^''''^x--a~^{x--b)^'^{x—by~''^''''^^^^' 

et 

— A— 4-— Ai__.        ,    AV.,   ,       B'       .       ,  ,,,.  ^ 

ils  sont  égaux,  quel  que  soit  x.  MuUiplions-les  par  (ar— a)«,  et 
faisons  ensuite a?=a;  le  premier  se  réduit  à  A;  le  second  s'an- 
nulerait si  aucun  de  ses  dénominateurs  ne  contenait  le  facteur 
x—a.  Il  faut  donc  que  les  puissances  de  (x—a)  forment  les  dé- 
nominateurs de  quelques  fractions.  Soit,  par  exemple,  «'=«;  je 
dis  qu'alors  on  doit  avoir  a'  =  a,  A'  =  A.  Supposons  en  effet,  s'il 
est  possible,  que  l'un  des  deux  exposants,  a  par  exemple,  soit 
plus  grand  que  l'autre;  tirons  de  l'équation  qui  exprime  l'égalité 

des  deux  développements,  la  valeur  de  -, r;,  et  réduisons 

\X—~~  CL) 

tous  les  autres  termes  au  même  dénominateur;  on  aura  un  ré- 
sultat de  la  forme  : 

A      __         (^(x) 
(x  —  a)''     '{x—a)''-^^'xy 

ou  A=.(a;-«)i|, 

9  et  I  désignant  des  polynômes  dont  le  second  n'est  pas  divisible 
par  (x—a).  D'ailleurs  A  est  une  constante  ;  il  ffiut  donc  qu'elle 
soit  nulle;  car  l'équation  précédente  donne  A  =  0  pour  x=a. 
Donc  o=a'. 
Je  dis  maintenant  que  A  =  A'  ;  en  effet,  en  égalant  les  dévelop- 

A' 

pements,  et  en  faisant  passer  le  terme  -, r^  dans  le  premier 

yX  ~~  Ci) 

membre,  on  pourra  recommencer  le  raisonnement  précédent, 
et  prouver  que  (A  — A')  doit  être  égal  à  zéro. 

Les  termes  qui  renferment  les  plus  hautes  puissances  (x — a) 
dans  les  deux  développements  étant  égaux  entre  eux,  on  pourra 
les  supprimer  de  part  et  d'autre,  et  les  restes  seront  égaux.  Il 
faudra,  par  conséquent,  que  les  termes  qui,  dans  ces  restes,  con- 
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tiennent  les  plus  hautes  puissances  de  (x — a),  soient  aussi  égaux 
entre  eux;  et»  en  continuant  ainsi,  on  prouvera  que  les  fractions 
simples  qui  composent  les  deux  développements,  et,  par  suite, 
enfm,  les  parties  entières  E(a;),E'(ic),  sont  égales  chacune  à 
chacune. 

287.  MÉTHODE  POUR  LE  CALCUL  DES  COEFFICIENTS.  POUT  ef- 
fectuer la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle,  on  peut 
employer  un  procédé  beaucoup  plus  simple  que  celui  qui  ré- 
sulte de  la  méthode  indiquée  plus  haut  (28o). 

Soient  ^i^  la  fraction  proposée,  et  {x  —  a)"*  un  facteur  mul- 
tiple de  son  dénominateur  ;  en  sorte  que  Ton  a  : 

¥{x)     {x^ayFiixy 

Pour  trouver,  par  une  seule  opération,  les  fractions  simples 
qui  ont  pour  dénominateurs  les  diverses  puissances  de  (a?— a), 
on  posera  : 

x — a=h, 

f{x)  f{a-{-h) 


(a;~a)'*Fi  {x)~  h'^FiÇa+hy 

Ordoimant  ensuite  les  deux  polynômes  f{a-{-h)  et  F,  (a+h) 
suivant  les  puissances  croissantes  de  h^  on  aura  : 

F(a-t-/i)~(B+13o/i+B2/i*H-.. .  -hBp/i?j/i"' 

Si  l'on  effectue  actuellement  la  division  du  numérateur  parle 
premier  facteur  du  dénominateur,  en  ordonnant  le  quotient  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  hj  on  obtiendra  des  restes 
successifs  dout  les  degrés  croîtront  sans  cesse.  Le  premier  terme 
de  l'un  des  restes  finira  donc  par  être  de  degré  égal  ou  supérieur 
à  n.  On  arrêtera  alors  l'opération  :  le  quotient  sera  de  degré 
(n — 1);  el Ton  aura: 

A4-A,A-|-A,/^^  +  ...4-AJr_ 

'^B  +  Bi/^4-.  .-|-B,/iP' 
AiG    sp.  B.  20 
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OU,  en  divisant  les  deux  membres  par  /i%  remarquant  que  tous 
les  termes  de  <^{h)  contiennent  h  à  mie  puissance  au  moins  égale 
à  n,  el  posant  : 

il  vient  : 

/i^'(li  -f-  BVi  -[-...+  b/i^)     ~  h-  "^  /î/'-i  +  •  •  •  +    /^ 


Si  Ton  remplace  /t  par  la  valeur  (x — a),  le  premier  membre 
de  cette  équation  devient,  précisément,  la  fraction  proposée  ;  le 
second  se  compose  de  la  somme  des  fractions  simples 

(o; — a)*»  "^  (a;  —  a)«-i  "f"  •  •  *  "^  (o;  —  «)' 

qui  ont  pour  dénominateurs  les  puissances  {x  —  a),  et  d'une 
fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  ne  contient  plus  de 
facteur  (x — a).  On  traitera  cette  fraction  de  la  même  manière 
que  la  proposée,  pour  en  déduire  les  fractions  simples  relatives 
aux  autres  racines,  et  qui  complètent  le  développement. 

288.  Cas  des  racines  imaginaires  égales.  La  méthode  que 
nous  venons  d'exposer  ne  suppose  nullement  que  les  racines 
multiples  de  Téquation  proposée  soient  réelles.  On  doit  re- 
marquer seulement  que,  si  elles  étaient  imaginaires,  on  pour- 
rait, dans  le  résultat,  grouper  les  termes  deux  par  deux,  de 
manière  à  faire  disparaître  les  imaginaires  ;  mais  il  sera  plus 
simple  d'adopter,  dans  ce  cas,  une  forme  de  développement, 
dont  la  possibilité  résulte  du  théorème  suivant. 

f(x) 
Théorème.   Si  le  dénominateur  d'une  fraction  rationnelle  -—? 

'    F(x) 

adinet  n  fois  une  racine  imaginaire  (a-f-pv' — 0  ^l  ^^  conjuguée 
(a — fy —  l),  en  sorle  que  l'on  ait  : 

ou  pourra  toujours  poser 

rn    rW,      P^  +  Q       ,  AW 

V  etQ  étant  des  constantes^  et  h  (x)  un  polynôme  réel. 
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On  a,  en  effet,  identiquement,  quels  que  soient  P  et  Q  : 

.9.  fjx)_ m Vx  +  Q         f(x)-{[>x-^Q%(x) 

Or,  on  peut,  évidemment,  déterminer  P  et  Q,  de  manière  que 
le  numérateur  de  la  deuxième  partie  du  second  membre  s'an- 
nule pour  les  hypothèses  : 

X  =  (x-{-p  \/ —  1 ,     iC  =  a  —  p  v^ —  1 , 

et  soit,  par  conséquent,  divisible  par  (a?  —  a)'  -\-  p*. 
Si  l'on  suppose,  en  effet, 

/•(a  dz  p  v/^=n:)  =  M  dz  N  v/^ 
Fi  (a  ±  3  v/^)  =  M'±  N V—  1  » 
la  condition  demandée  équivaudra  à 

(M  di  N  v^=^)  —  [P  (a  zh  p  s/^^)  +  0]  (M'ih  NV^=^)  =  0  : 

et,  en  égalant  séparément  à  zéro  le  coefficient  de  >J—  1  et  Ten- 
semble  des  termes  réels,  on  obtiendra  deux  équations  qui  four- 
niront, pour  P  et  Q,  des  valeurs  réelles. 

Le  numérateur  f{x)  —  {^x-\-Q)Y^{x)  étant  divisible  par 
{x  —  oLf  +  p%  on  peut  le  représenter  par  [(^— a)2-j-p2]|i(a;),  et 
Téqualion  [2]  devient  alors  : 

r^i    rW,      P^  +  Q        ,  hjx) 

^""^   ¥{x)    [{X  -  a)2+  ^-'Y  "^  [{X — ay  -f-  p-'r-%  {xy 

Si  Ton  applique  le  même  procédé  de  décomposition  à  la  frac- 
^'QP  [(a;  -, a)^l  S^]»-^Fi  (xV  ^"  ^^  "^^"^'^  ^^^^  ^^  ^^™^ 
Pi^+0,         ,  r,(x) 


[a;_a)^-i-PJ"-^    '    [(^x-o^r+f>''r-'h\{xy 
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et,  en  coiiliiiuant  de  la  même  manière,  on  verra  que  la  fraction 

f  ix) 

p— peut  se  décomposer  de  la  manière  suivante  : 

f{x)_       Prg  +  Q         ,  P,a^4-Qi         . 

fn-i{oo)  étant  de  degré  moindre  que  Fi  (a?),  et  n'ayant  aucun  fac- 
teur commun  avec  lui. 

En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  qui  a  été  obtenu  (28o),  on 
obtient  le  théorème  suivant  : 

289.  Théorème.  Si  Von  décompose  le  polynôme  F  (a?)  en  facteurs 
réels  du  premier  et  du  second  degré,  en  sorte  que  Von  ait  : 

f{x)=^{x  —  aY{x—h)K.,.{x'+px-{-qf.,..(x''  +  rx-\-sY, 

on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  ■——  de  la  manière  sui- 
vante :  ■ 

JLW— p/^N   I        A Al A«,t      * 


"*"  (x-by'^{x  —  by-'  +••••+  {X  —  b) 

Vx  +  Q  Pia;  +  Q.        .         .  Pn-irr  +  Q.-i 

•"  {x^  +  px  +  qf   '  [X-  +  px  +  qf-^  "T-  •  •  •  i-  ^^2  _^.^-,_^. _|_  ^^^ 


m     I    ••••    I 


m— 1 


'  (a?'^-|-ra?  +  5)"'   '         '    x'^-\-rx-\-s^ 

E  (a;)  désignant  une  partie  entière  qui  peut  être  nulle,  et  A,  Ai.... 
Aa-i,  B,  Bi....  Bf_i,  P,  Q,  des  constantes  réelles. 

Le  procédé,  qui  nous  a  servi  à  prouver  la  possibilité  de  la  dé- 
composition donne  aussi  le  moyen  de  l'effectuer:  et  l'on  pourra 
l'appliquer,  pour  former  les  termes  qui  correspondent  aux  fac- 
Icuisdu  second  degré  :  x^-{-px-\-qt  x^-\-rx-\-s..,. 

On  pourrait  démontrer,  comme  nous  l'avons  fait  (286),  que 
la  décomposition  en  fractions  de  la  forme  indiquée  précédcm- 
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mont  n'est  jamais  possible  que  d'une  seule  manière  et  déduire 
do  là  un  moyen  de  trouver,  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  les  fractions  qui  répondent  à  une  racine  donnée. 
Mais  nous  supprimons  ces  détails,  qui  ne  présentent  ni  difficulté 
ni  intérêt. 

RÉSUMÉ, 

282.  But  de  ce  chapitre.  —  285.  Cas  où  le  dénominateur  de  la  fraction 
à  décomposer  n'a  pas  de  racines  égales.  —  284.  Transformation  du 
résultat  dans  le  cas  où  il  y  a  des  racines  imaginaires.  —  28.'>.  Cas 
des  racines  égales.  --  286.  La  décomposition  sous  la  forme  précé- 
dente n'est  possible  que  d'une  seule  manière.  —  287.  Méthode  pour 
calculer  les  coefficients.  —  288.  Cas  des  racines  imaginaires  égales. 
—  289.  Théorème  général  qui  résulte  de  la  théorie  exposée  dans  ce 
chapitre. 

EXERCICES. 

L  Si  f{x)=0  est  une  équation  de  degré  n,  et  a,  b,  x...,  k,  l  ses  racines, 
on  a,  pour  toute  valeur  de  p  plus  petite  que  {n  —  1)  : 

On  s'appuie  sur  la  décomposition,  en  fractions  simples^  de  la  fraction  — •. 


II. 


III. 


IV. 


V. 


VI. 


VII. 


VllI. 


3-f2.r  -y  ^ 


(2x-3)(5x- 

-4)- 

2x  — 3     5x  — 4' 

X 

6           5 

a-=^+lla;  +  3J 

'x-\-6            b' 

X                  1 

1 

x—a 

a'  —  x^^^aa- 

-X)  '  3a{x^-j-ax+a'y 

1 

1 

-     ^      I        ^ 

x{x-\-\){x  +  2)- 

'ix 

x+l  '  2(0; +2)* 

k+^x 

_4 

X 

1             x-1 

x{x-\)ix-^  +  l) 

'  2(x— 1)  *  2(0;' +r 

3+x  . 

8             1 

(5-a;)^- 

-"(5- 

-xf     h—x' 

S  +  Ga;— 2a;2_ 

17 

1-      ^                  ^ 

(3+2o;j3    -      2(3  +  2x)3  '  (3-}-2x)-^     2(3+ 2x)" 
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IX. 


X. 


XI. 


1  +  6x_      14 3__ 

(4_a;)3— (4_a;)3     (4_a;)2~ 


i±£±^li'— 1      _1I±_1^£«  .  1        8  + 15a; 
<1— a;  +  5a;^}^       25  *  {i  —  x -{- bx')''^ 2b  '  i—x-]-bx^' 

1+^'        mi-hxs/i  +  x^     ]-x^2+x^y 


^H^  70  — 114a;+143a;^  +  lQ7ac^  +  46a;<+8a; 

0+x){\+xy 


CHAPITRE   II. 

SUR  LES  EXPRESSIOXS  IMAGINAIRES. 

§  I,  Calcul  des  expressions  imaginaires. 

290.  But  de  l'introduction  des  expressions  imaginaires 
DANS  le  calcul.  La  résolution  des  équations  du  second  degré 
conduit,  dans  certains  c^s,  à  des  expressions  qui  n'ont  aucune 
valeur  numérique,  et  qui  renferment  l'indication  d'opérations 
impossibles  à  elYectuer.  C'est  dans  un  but  de  généralisation,  que 
l'on  a  été  conduit  à  employer  ces  expressions  imaginaires.  Nous 
avons  vu,  par  exemple,  qu'en  les  adoptant,  on  a  l'avantage  de 
pouvoir  énoncer,  sans  restriction ,  des  théorèmes  tels  que  les 
suivants  : 

Toute  équation  du  second  degré  a  deux  racines. 

Dans  toute  équation  du  second  degré,  de  la  forme  x*-\-px 
-f  g  =  G,  la  somme  des  racines  est  égale  au  coefficient  du  se- 
cond terme,  pris  en  signe  contraire  ;  et  leur  produit  est  égal  au 
terme  tout  connu. 

Ces  avantages,  qui  dans  le  cas  que  nous  citons,  sont  à  peu  près 
insignifiants  deviennent  très-importants  dans  la  théorie  géné- 
rale des  équations. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  aussi  être  introduites 
utilement  dans  la  solution  de  quelques  questions,  comme  nous 
le  montrerons  dans  ce  chapitre. 

291.  Définitions  et  conventions.  On  donne  le  nom  d'ex- 
pression  imaginaire  à  une  expression  de  la  forme  a  +  y/  —  K 
—  K  désignant  un  nombre  négatif,  y/—  K  n'est  pas  un  nombre, 
en  ce  sens  qu'il  ne  peut  servir  de  mesure  à  aucune  grandeur; 
mais  il  peut  figurer  utilement  dans  les  calculs ,  d'après  cette 
condition  que  son  carré  soit  toujours  remplacé  par  —  K.  Si  l'on 
applique,  en  outre,  aux  nombras  imaginaires  toutes  les  règles 
démontrées  généralement  pour  les  nombres  réels,  les  opéra- 
tions relalives  à  ces  nombres  seront- suffisamment  définies,  et 
fourniront  toujours,  comme  on  le  verra,  des  résultats  de  même 
forme  qu'eux. 
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292.  Type  de  l'expression  imaginaire.  —  K,  étant  négatif, 
peut  être  représenté  par  un  carré  pris  en  signe  contraire,  —  b*  ; 
le  lype  d'une  expression  imaginaire  devient  alorsa  +  y'— 6S 
que  l'on  écrit  souvent  : 

Remarque.  On  substitue  à  y/— t' l'expression  b  sj—  1,  en  vertu 
de  la  convention  faite  plus  haut  :  appliquer  aux  nombres  imagi- 
naires toutes  les  règles  démontrées  généralement  pour  des  nombres 
réels.  En  effet,  — 6*  peut  être  considéré  comme  le  produit 
6*X(— 1):  et,  en  vertu  d'une  règle  démontrée  généralement 
pour  les  nombres  réels,  on  peut  faire  sortir  le  facteur  b^  du  ra- 
dical. 

295.  Expressions  imaginaires  conjuguées.  Quels  que  soient 
les  nombres  réels  a  et  b,  l'expression  imaginaire,  {a-\-b  y/ —  \), 
est  la  racine  d'une  équation  du  second  degré, 

{x  —  ay  +  b^  =  0. 

La  seconde  racine  de  cette  équation  est,  comme  on  le  voit  faci- 
lemenl,  a  —  b  \J —  1 . 

Les  deux  racines  (a  +  bsj —  l)  et  (a  —  6  y/—  l)  se  nomment 
des  expressions  imaginaires  conjuguées  :  leur  somme  est  réelle  et 
égale  à  2a  et  leur  produit  égal  à  (a*  +  6'). 

294.  Puissances  de  yj —  1.  Dans  les  calculs  que  Ton  effectue 
sur  les  expressions  de  la  forme  {a-\-b  y/^^),  on  applique  (291) 
à  ces  expressions  toutes  les  règles  du  calcul  algébrique,  en  opé- 
rant comme  si  y/ —  1  était  un  nombre.  Quelques  géomètres  re- 
présentent ce  symbole  par  une  lettre  i  ;  et,  dans  les  résultais, 
ils  remplacent  i*  par  —  1  :  les  puissances  successives  de  i  ou 
y/ —  1  se  trouvent  par  là  déterminées  :  car  on  a  : 

(v/=n'>  =  i«  =  i*  X  r  =  i  =  v/==n"; 
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et  ainsi  de  suite.  On  a,  en  général,  n  désignant  un  nombre 
entier  : 

(v/"^)*"-^»  =  i*"  X  i^=i*=—  1, 

(v/^^)^"+^  =  î*"  Xi*  =  i*  =  — V^^. 

Toutes  ces  conventions  sont  nécessaires,  si  Ton  veut  pouvoir 
appliquer  aux  calculs  faits  sur  les  expressions  imaginaires,  les 
règles  générales  relatives  aux  nombres  réels.  Elles  permettent 
(le  démontrer  le  théorème  suivant,  qui  est  fort  important. 

295.  Produit  des  expressions  imaginaires.  Théorème.  Si  Von 
considère  un  nombre  quelconque  d'expressions  imaginaires j 

(fli  +  6iv^^=n:),  (a,+6,V^"=T),  (a,+&sv/^)7---(««+&nV/^), 

que  Von  effectue  leur  produit  d'après  les  règles  de  la  multiplication 
algébrique,  en  remplaçant  les  puissances  de  sj —  1  par  les  valeurs 
indiquées  plus  haut  ;  quel  que  soit  Vordre  dans  lequel  on  opère,  le 
résultat  sera  identiquement  le  même,  c'est-à-dire  que  Von  obtiendra 
la  même  partie  réelle  et  le  même  coefficient  réel  pour  v/--î  • 


Si  nous  remplaçons,  en  effet,  v —  1  par  i,  on  sait  que  le  ré- 
sultat sera  identiquement  le  même,  quel  que  soit  Tordre  que 
l'on  adopte  pour  les  multiplications  successives;  et  que  les  coef- 
ficients des  mêmes  puissances  de  i  auront,  dans  tous  les  cas, 
les  mêmes  valeurs.  Si  donc,  dans  les  polynômes  identiques,  on 
remplace  les  puissances  de  i  par  les  valeurs  indiquées  plus  haut, 
savoir  :  i*"  par  1,  i*"+*  par  \/— 1,  i*"^'  par — I,  i*"+'  par —  v/—^» 
les  résultats  ne  sauraient  être  différents;  or  il  est  tout  à  fait  in- 
différent de  remplacer,  à  la  fin  du  calcul,  chaque  puissance  de  i 
par  sa  valeur,  ou  de  faire  successivement  les  substitutions  après 
chaque  opération  partielle  :  car  ces  substitutions  se  réduisent 
toutes  à  remplacer  le  produit  de  deux  facteurs  égaux  à  i  par  le 
facteur  —  1  ;  et  peu  importe  qu'on  le  fasse  en  une  fois  ou  suces- 
sivement. 
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21)6.  Application.  Nous  donnerons  immédiatement  une  ap- 
plication du  tiiéorème  précédent. 
Considérons  le  produit  : 

si  on  multiplie  les  deux  premiers  facteurs,  on  trouve  : 

{a+bs/^^)  {c  +  d^^)=:={ac—bd)+{ad+bc)  y/"^;      • 
et,  en  multipliant  les  deux  derniers,  on  trouve  : 

{a—b  y/^^){c—d\/'^)  =  {aç  —  bd)'-{ad+bc)  y/^î 
en  sorte  que  l'on  â  : 

P=:  \{ac—bd)  +  {ad-i-bc)  y/irT][(ac— M)— (aci+^)c)v/^, 
ou,  en  effectuant  : 

V  =  {ac  —  bdy  +  {ad  +  bcy. 

D'un  autre  côté,  en  multipliant  le  premier  facteur  par  le  troi- 
sième, et  le  second  par  le  quatrième,  on  a  : 

(a  +  6  v^^ï)  (a— 6  v^=l)  =  a*+ 6», 

(c+ds/'^^l){c—d  )/^^c'+d''; 

donc:  ^=z(a'+b'){c'  +  d^); 

ce  qui  donne  la  formule  :       - 

{a'  +  b')  {c^  +  d')  =  {ac—bdy  +  {ad  +  bc)\ 

laquelle  est,  du  reste,  extrêmement  facile  à  vérifier. 

g  II.  Introduction  des  lignes  trigonométriques  dans  les  expressions 
imaginaires. 

297.  Forme  nouvelle  de  l'expression  imaginaire.  Les  ex- 
pressions imaginaires  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  parti- 
culière, qui  simplifie  souvent  les  calculs  auxquels  on  doit  les 
soumettre. 
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Soit  l'expression  a-{-b  \J—  1  ; 

si  l'on  pose  : 

[1]  a=pcos©,      6  =  psin<p,  [2] 

on  pourra,  quels  que  soient  a  et  5,  trouver  pour  p  une  valeur 
positive,  et  pour  cp  une  valeur  moindre  que  27c,  qui  satisfassent 
à  ces  deux  équations;  il  suffira  de  prendre  : 

[3]  ^^  =  a'  +  h\        tango=^.  [4] 

Les  équations  [3]  et  [4]  se  déduisent,  en  effet,  des  équations 
[1]  et  [2],  en  ajoutant  leurs  carrés,  et  en  les  divisant  membre  à 
membre. 

Réciproquement,  si  p  et  cpont  les  valeurs  indiquées  par  les 
équations  [3]  et  [4],  on  aura  : 

1  1  a 

COS(p= ^ —  -— ,  = !t 

div/1  +  lang»?      -t,/,    ,  dzv/^^  +  a^ 


\/y+a^ 


sm  9  =: 


tans© 


diN/l  +  tang^?      _^.  A   ,  ^'      iy/è^  +  a^ 


ef,  en  remplaçant  y/ t^^+a^  par  p, 

cosç=^,        sin9=^p; 

c'est— dire         a  ~  dz  p  cos  ©,        6  =  zb  p  sin  cp  ; 

ce  qui  coïncidera  avec  les  équations  [1]  et  [2],  si  l'on  a  soin  de 
prendre  pour  cp  celui  des  deux  angles  qui,  ayant  pour  tangente 

-,  a  son  sinus  de  même  signe  que  p.  • 

Qt 

D'après  ce  qui  précède,  une  expression  imaginaire  {a-\-b\j —  l) 
peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

p  (cos  9  +  y/ — 1  sin  ©), 
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et  ne  peut  évidemment  s*y  mettre  que  d'une  seule  manière, 
(p  devant  être  positif  et  o  moindre  que  2?:). 

P  se  nomme  le  module  et  9  Vargument  de-  cette  expression 
imaginaire.  Nous  allons  voir  qu'il  y  a  un  avantage  de  simplicité 
à  mettre  les  expressions  imaginaires  sous  cette  forme. 

298.  Multiplication  des  expressions  imaginaires.  Soit  à  mu- 
tiplier  les  deux  expressions  : 

p  (cos  cp  +  v^--^  sin  <p) ,    p'  (cos  <î>'  +  y/^  sin  9') . 

En  effectuant  le  produit,  et  en  remplaçant  seulement  le  carré 
de  v/--î  par —  1,  on  trouve  : 

pp'  [cos  (p  cos  cp'  —  sin  9  sin  cp'  -f  y/^^  (cos  9  sin  9'  +  sin  9  cos  9')] 

=  pp'  [cos  (9+9')  +  v/^  sin  (9  +  9')]. 

Par  conséquent,  pour  multiplier,  Vune  par  Vautre^  deux  expres- 
sions imaginaires,  il  faut  multiplier  les  modules  et  ajouter  'les  ar- 
guments. 

La  règle  précédente  permet  évidemment  de  faire  le  produit 
d'un  nombre  quelconque  d'expressions  imaginaires. 

299.  Division  des  expressions  imaginaires.  Pour  diviser, 
l'une  par  l'autre,  des  expressions  imaginaires,  il  suffit  de  diviser 
les  modules  et  de  retrancher  les  arguments.  On  a  : 

p(cos«D -f-v/— l  sin  9       p..       ,        „  ,    / — -    .     ,  ,^T 

^ i-;  ^ —    . — -  =  5  [cos  (9  -  9')  +  v/—  1  sm  (9  —  9')] . 

p(cos9'  +  v  — 1  sm  9'      P 

En  effet,  celte  égalité  devient  évidente,  si  l'on  chasse  le  déno- 
minateur, et  que  Ton  effectue  la  mulliplication  du  second  mem- 
bre, d'après  la  règle  donnée  précédemment. 

500.  Puissances  d'une  expression  imaginaire  :  cas  où  m  est 
ENTIER  ET  POSITIF.  Si  Vou  supposc  quc  Ics  cxprcssious  à  multi- 
plier deviennent  toutes  égales  entre  elles,  les  théorèmes  précé- 
dents prouvent  que  : 

La  puissance  entière  d'une  expression  imaginaire  a  pour  module 
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la  /  uissance  correspondante  du  modulej  et  pour  argument  le  pro- 
duit de  V argument  par  Vindice  de  la  puissance.  Ainsi  l'on  a  : 

[1]      [pC^'osç  +  vZ—l  sin  9)]'"=p"'(cosm©+ y/-^  sinwcp). 

Cette  formule,  due  à  Moivre,  très-importante  en  analyse,  s'étend, 
comnie  nous  allons  le  faire  voir,  au  cas  où  m  désigne  un  nom- 
bre fractionnaire  ou  négatif. 

501.  Cas  où  m  est  Fractionnaire.  Supposons  d'abord  (]uc?îi 

Y  soit  remplacé  par—,,  m'  étant  entier,  il  s'agit  de  montrer  que 

7/1» 

l'on  a  : 

JL  J. 


[2]     [  p  (cos  ?  +  V  -  1  Sin  (?)]"'  =  p"'  (cos  ^,+  \^- 


o 

Sl!l  -h 
711 


Pour  vérifier  cette  égalité,  élevons  les  deux  membres  à  la 
puissance  m'  :  le  premier  donnera,  évidemment,  pour  résultat, 
P  (cos  +  <p  v^ — 1  sin  <p);  et  la  règle,  donnée  -pour  les  puissances 
entières,  montre  qu'il  en  est  de  même  du  second. 

Remarque.  Cos  *  et  sin  ç  étant  donnés,  cos  •2-  et  sin  ~,  ne 
^  ^  ^  in  m 

sont  pas    complètement  déterminés;   ils  restent  susceptibles 

de  plusieurs  valeurs  distinctes.  Il  en  résulte  aussi  des  valeurs 

distinctes  pour  l'expression 

[  p  (cos  cp  +  v/—  1  sin  <p)]"''> 

ce  qui  est  conforme  aux  piiucipes  indiqués  dans  la  théorie  des 
équations. 
Si  nous  considérons  maintenant  le  cas,  où  l'exposant  m  est 

remplacé  par  une  fraction  —,  il  faut  prouver  que  : 

[3]      Ip(cosc?+v/— lsm?)J=p    ^cos-^  +  v/-lsiii-^j. 

7?l 

En  effet,  élever  une  expression  à  la  puissance  —,  c'est,  pardé- 

linilion,  en  prendre  la  racine  7i"'%  puis  élever  le  résultat  à  la 
puissance  ??r^  Or,  les  formules  [1]  et  [2]  permettent  de  faire 
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successivement  ces  deux  opérations  ;  et  l'on  est  ainsi  conduit  à 
la  formule  [3]. 

502.  Cas  où  m  est  négatif.  Supposons  enfin  que  m  ait  une 
valeur  négative  —  m'  ;  il  faut  prouver  que  l'on  a  : 

[p(cos9  +  v^~  sincp)]-""=p-'"'  [cos  (— m'cp)  +  y/^  sin(--m'(p)]. 

Pour  cela,  remarquons  que,  par  définition  : 

[  p  (cos  9  +  v/^  sin  <p)]-"" 


or 


[  p  (cos  <p  +  >J — 1  sin  ©)]""' 
1      ^  1 


[p  (cos9+v/~-ï  sintp)]"*'      p"*'(cosm'çp+v/^^slnm'<p) 

puisque  m'  est  positif  (500)  ;  mais  on  a  ; 

1 cos  0  4- y/^  sin  0 

f'  (cos  m  '«p-f  y/—  1  sin  m'cp)]      p"*'  (cos  m'cp  +  y/  —  1  sin  m' cp) 

=  p-*»'  [cos  (— m'<p)  +  v/  —  1  sin  (— w'(p)]  : 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

§  m.  Applications.* 

Nous  indiquerons  quelques  applications  des  formules  précé- 
dentes. 

505.  Théorème.  Tout  trinôme  de  la  forme  x*  +  px*  +  q  est  dé- 

composable  en  deux  facteurs  réels  du  second  degré. 

Posons  x^=z,  Nons  distinguerons  deux  cas  : 

1*»  Supposons  que  l'équation  du  second  degré, 

z^+pz  +  q  =  0, 

ait  deux  racines  réelles  a  et  p;  on  aura  : 

,  z^^pz+q  =  (z^<x){z-p}; 
et,  par  suite  : 

x''  +  px^  +  q=  {x^—  a)  (o;'—  P). 
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2°  Supposons  que  l'équation  du  second  degré, 

Tiit  deux  racines  imaginaires,  a  -f  ji  y^—  l,  a  —  p  y/^  ;  on  aura  : 

et,  par  suite  : 

ce  qui  peut  s'écrire  : 


a^+px''  +  q  =  [x—  Va  +  Pv/-0(^+Va4-Pv/— l)' 


^    x(a;-v/«-P\/-0(^+Va--Pv/-l)- 
Puis,  en  posant  : 

a-\-^  sJ^^X  =  p  (cos  <p  +  \/^  sin  ç) , 

a  —  P  y/--^  —  f  (COS^—  v/^^  Sin<p), 

et,  par  suite  (292), 

V^TflTT^  =  y/p  (cos  I  +  v^=^  sin  0 , 

y/a-p  v/^=l  =  V/P  (cOs|-N/=n  sin  l), 

il  vient  : 

==[^-v/p~(cos|+v/=^sin?yj|^a;  +  v/^(cos|  +  v/=^l  sin|)  j 
X  [a;-  v/F(cos|-  v/=^  sin^yj  [a;+ v/7(cos  |-  s/~l  sin  |)  J 

ou,  en  réunissant  le  premier  et  le  troisième  facteur,  et  le  second 
et  le  quatrième,  qui,  évidemment,  sont  conjugués  : 

x^-\-px^-^q 
=  [(a;  -v/Fcos|y+psin«|]  [(a^+y/^cosiy +  p  sin'|J; 
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et  le  trinôme  est  ainsi  décomposé  en  deux  facteurs  réels  du  se- 
cond degré. 

304.  Problème.  Exprimer  cos  m<p  et  sin  mcp  en  fonclion  de 
cos  cp  et  de  sin  9. 

On  a: 

(cos  9  +  v/  —  1  sin  cp)"»  =  cos  r?7(p+  y/IIT  ^jn  mw 

en  développant  le  premier  membre  par  la  formule  du  binôme, 
et  en  égalant  le  résultat  au  second  membre,  c'est-à-dire,  en  écri- 
vant que  les  parties  réelles  sont  égales,  ainsi  que  les  parties 
imaginaires,  on  a  : 

m(m' — 1) 
cos  wcp  =  cos^cp 12      cos"-«9  sm^cp 

,  m(m— l)(m— 2)(m-3)       ^  .     •  ,    , 
+ r2X4 ^COS-*cpsin*cp-|-  ..., 

sinm(p=mcos^*cpsin<p—  ^^^"-^K^— 2)  cQs'»+^ysin^(p  +  . .. . 

305.  Problème.  Évaluer  x*"  +  —  en  fonction  dex-\-  -, 

•X.  X 

Posons:  a;  =  cos  cp  -}-  \/ —  1  sin  <p  ; 

et,  par  suite:  -  =  coscp  —  v^~sin©; 

on  en  tire,  d'une  part  : 

^  +  J  =  2cos9; 
et,  de  l'autre  : 

x""  =  cos  wcp  -|-  v/^^  sin  mcp, 


■^  =  cos  m©  —  ^ —  1  sin  mcp; 


X* 

d'où  Ton  conclut  : 

m     I       1 

x'^-j-  —  =  2cos  mcp, 


X' 
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Ainsi,  la  formule,  qui  donne  cos  mcp  en  fonclion  de  cos  ©,  pcr- 

Of  +  ^ 

x^  1 

mettra  de  calculer — - — en  fonction  de  a;  4--. 
2  '  X 

Remarque.  Pour  obtenir  la  formule  demandée,  nous  avons 
supposé  à  X  une  valeur  Imaginaire 

x=zco?>^-\-sJ — Isincp; 

ïe  résultat  est-il  suffisamment  établi  pour  une  valeur  réeile 
quelconque  de  x?  Pour  démontrer  que  la  formule  est  générale, 
il  faut  remarquer  que,  si  l'on  chasse  les  dénominateurs,  elle  est 
de  degré  2m;  et  l'on  sait,  par  la  théorie  des  équations,  qu'elle 
doit  alors  être  identique,  si  elle  a  lieu  pour  plus  de  2m  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  la  variable. 


RÉSUMÉ. 

290.  On  rappelle  que  les  expressions  imaginaires  se  sont  introduites 
dans  un  but  de  généralisation,  dont  l'importance  devient  plus  grande 
encore  dans  la  suite  de  l'algèbre.  —  291.  Une  expression  imagi- 
naire, n'étant  la  mesure  d'aucune  grandeur,  n'est  pas  un  nombre  • 
mais,  à  l'aide  de  conventions  convenables,  elle  peut  figurer  utile- 
ment dans  les  calculs.  —  292.  Cn  a  l'habitude  de  donner  aux  expres- 
sions imaginaires  la  forme  {a~\-h\J—\).  —  295.  Toute  expression 
imaginaire  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  ;  l'autre  racine 
se  nomme  expression  conjuguée.  —  294.  Puissances  successives  de 
\J — 1.  —  29o.  Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  change  pas, 
quand  on  intervertit  les  facteurs.  —  296.  Application  du  théorème 
précédent  à  la  démonstration  d'une  formule  d'algèbre  entre  nombres 
réels.  —  297.  Expression  trigonométrique  des  expressions  imaginai- 
res; définition  du  module  et  de  l'argument.  —  298.  Produit  de  deux 
expressions  itraginaires.  —  299.  Quotient  de  deux  expressions  ima- 
ginaires. —  500.  Puissances  entières  d'une  expression  imaginaire. 
—  501,502.  Extension  du  résultat  obtenu  au  cas  d'un  exposant 
traclionnaire  ou  négatif.  — 505,  504,  50o.  Application  des  formules 
précédentes  à  quelques  résultats  où  ne  figurent  plus  que  des  quan- 
tités réelles. 

Alg.  sp.  B  21 
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EXERCICES. 

I.  Démontrer,  sans  avoir  recours  à  des  expressions  trigonométriques,  que 


■=20. 


v/a  +  ^v/— 1 
est  la  forme  V  +  q  yZ—ï  • 

On  applique  une  méthode  analogue  à  celle  qui  est  exposée  (I,  217). 

II.  Trouver  les  racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équation 

On  trouve;  a;  =±8,        a;=± -1 /ïy/Zrî. 

III.  n  désignant  un  nombre  impair  premier  avec  3,  (a;  +  y)«— rr»— y»  s'an- 
nule pour  x=:y  i  "~^  +  V     »>  J  ^ 

On  applique  la  formule  de  Moivre  (300). 

IV.  Résoudre  l'équation 

a;G — 2^3  cos  (û-\- 1=0. 

On  trouve  2  valeurs  pour  x^,  et  l'on  en  tire  6  valeurs  pour  x,  en  remplaçant 
cp  par  tous  les  arcs  qui  ont  le  même  sinus  et  le  même  cosinus. 

V.  Quelles  sont   les  expressions   imaginaires,    dont  la  puissance  m"*   est 
réelle  ? 

On  trouve  :  r  fcos  ^-^+  sj~\  sin  ^V        . 

VI.  Trouver  une  expression  imaginaire,  dont  le  cube  soit  égal  à  l'unité.  Il  en 
existe  deux  dont  chacune  est  le  carré  de  l'autre. 

On  trouve  :  — l±v/— 3^ 

2 

VII.  En  nominant  a  l'expression  dont  le  cube  est  égal  â  l'unité,  vérifier  la 
formule  ; 

(a  +  b  +  c)(a  +  &a  +  ca2)(a4-&a'+ca)  =  a3  +  b3  +  c3  — 3a&c. 
Qu  effectue  les  calculs  indiqués. 

VIII.  Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  imaginaires  est  plus  petit 
que  la  somme  de  leurs  modules  et  plus  grand  que  leur  différence. 


CHAPITRE  m. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 

§  I,  Formules  générales  pour  la  résolution  des  équations 
du  troisième  degré. 

306.  RÉDUCTION  DE  l'équation  GÉNÉRALE.  Soit  Téquation  du 
troisième  degré  : 

[1]  <f{x)  =  x'  +  ax'^-]-bx  +  c  =  0. 

Posons  x  =  x'  +  h; 

elle  deviendra  : 

.(^  +  h)  =  cp(/^)  +  o^V  (h)  +  ^  i\h)  +  ^  f{h)  ; 

et,  si  nous  posons  :  (p"(/i)  =  0, 

c'est-à-dire  6/i  +  2a  =  0,    ou    /i  =  — 3a, 

réquation  en  x'  ne  contiendra  pas  de  ternie  en  x'\  et  sera  de  la 
forme 

[2]  x'^'  +  px'  +  q^zQ, 

C'est  sous  cette  dernière  forme  que  nous  étudierons  l'équation 
du  troisième  degré,  en  supprimant  l'accent  de  la  lettre  x. 

507.  RÉSOLUTION  DE  l'équation  0?^=  1.  Nous  commeucerons 
par  traiter  l'équation  plus  simple 

[1]  x^=U 

L'une  de  ses  racines  est,  évidemment,  x=l.  Pour  avoir  les  deux 
autreSj  écrivons  la  proposée  sous  la  forme 

a;5— 1  =  0, 
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et  divisons  le  premier  membre  par  {x—l);  nous  obtiendrons: 

dont  les  racines  sont  :    x  = . 

L'unité  a  donc  une  racine  cubique  réelle,  égale  à  1,  et  deux 
racines  cubiques  imaginaires;  dans  ce  qui  va  suivre,  nous  re- 
présenterons l'une  de  ces  dernières  par  la  lettre  a;  l'autre  sera 
a^,  comme  on  peut  facilement  le  véritier  : 


(=i±^)=i 


2  v/ —  3  —  3  _  —  1  —  v/ —  3 


4  2 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que,  si  l'on  a  : 

a^=l, 

on  a  aussi:  a«=l,    ou    {<xy=^l; 

donc  a^  doit  être  racine  de  l'équation  [1],  toutes  les  fois  que  a 
y  satisfait  lui-même. 

508.     RÉSOLUTION    ALGÉBRIQUE    DE    l'ÉQUATION    DU    TROISIÈME 

DEGRÉ.  Reprenons  actuellement  Téqualion, 

[1]  œ'+px+q  =  0,  . 

à  laquelle  peut  se  ramener  (oOG)  toute  équation  du  troisième 
degré  ;  posons,  pour  la  résoudre  : 

x=.y  +  z; 
elle  deviendra  : 

y^+3y'z  +  'âyz'  +  z'+p{y  +  z)-\-q=.0\ 

ce  que  l'on  peut  écrire  : 

y'  +  z'  +  {y  +  z){3yz  +  p)  +  q  =  0. 

yetz  étant  assujettis  à  la  seule  condition  d'avoir  pour  somme 
la  racine  cherchée  x,  nous  pouvons  établir  entre  elles  une  rela- 
tion arbitraire,  et  poser 

[2]  ?„jz+p  =  0\ 
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réquation  devient  alors  : 

[3]  y'  +  z'+q  =  0. 

Or,  on  résoudra  les  équations  [2]  et  [3],  en  remarquant  qu'elles 
font  connaître  la  somme  et  le  produit  des  quantités  y^  et  z^;  on 
a,  en  effet  : 

1/'  et  s' sont  donc  les  racines  de  Téqualion, 

et,  par  conséquent,  ces  deux  quantités  sont  respectivement  : 


On  en  déduit  : 


2^  V    4^27»  2       V  4^27* 

t: 

309.  Nombre  des  racines  fournies  par  la  formule.  La  for- 
mule précédente  exige  quelques  explications.  Un  nombre  quel- 
conque A  a  trois  racines  cubiques,  puisque  l'équation  x^  =  A 
admet  nécessairement  trois  racines.  Pour  obtenir  ces  trois  ra- 
cines, il  suffit  d'en  connaître  une  seule,  et  de  la  multiplier  suc- 
cessivement par  a  et  par  a^;  ce  qui,  évidemment,  ne  change  pas 
son  cube  (507). 

D'après  cela,  la  formule  [4]  qui  donne  la  valeur  de  Xj  semble 
fournir  neuf  solutions;  car  chaque  radical  a  trois  valeurs,  et 
rien  n'indique  la  dépendance  à  établir  entre  elles.  On  doit  re- 
marquer pourtant,  que  cette  dépendance  existe;  nous  avons,  en 
etïet  : 

[2]  y'=-î'' 

le  produit  des  deux  radicaux  doit  donc  être  réel  et  égal  à 
P 
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Soient,  d'après  cela,  A  et  B  deux  valeurs  des  racines  cu- 
biques remplissant  cette  condition;  de  telle  sorte  que  l'une  des 
racines  de  l'équation  proposée  soit  : 

les  valeurs  de  y  et  de  ^  sont,  outre  A  et  B  : 

aA,  a^A, 

aB,  a^B; 

et  il  est  clair  que,  le  produit  AB  étant  réel,  les  seules  combi- 
naisons qui  puissent  également  donner  un  produit  réel,  sont  : 

X^  =  <xk  +  OL% 

-'4 

a?3  =  aB  +  a^  A  ; 

et  le  nombre  des  solutions  se  réduit  à  trois,  comme  cela  devait 
être. 

§  II.  Conditions  de  réalité  des  racines  de  l'équation  x^'}-px-{-q-}-0. 

510.  Examen  des  cas  qui  peuvent  se  présenter.  On  peut 
remarquer  d'abord  que  les  équations 

(x^-\-px-\-q  =  0, 
{x^-\-px—-q  =  Of 

ont  leurs  racines  égales  et  de  signes  contraires  ;  car,  si  l'hy- 
polhèse  x  =  a  vérifie  l'une,  l'hypothèse  x  =  —  (x  satisfera  à 
l'autre. 

D'après  cela,  nous  nous  bornerons  à  chercher  dans  quel  cas 
l'équation 

[1]  x^+2)x-\-q  =  0 

peut  admettre  trois  racines  réelles,  q  désignant  un  nombre 
positif. 

La  règle  de  Descartes  nous  apprend  tout  d'abord,  qu'il  faut 
nécessairement  que  p  soit  négatif.  *  S'il  'en  était  autrement. 
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réquation  [1]  n'aurait,  en  effet,  aucune  variation;  et  la  trans- 
formée en  —X 

—  a;*  — px-\-q  =  0 

n'en  aurait  qu'une  seule.  L'équation  aurait,  par  suite,  une  seule 
racine  négative,  et  n'aurait  pas  de  racines  positives. 

311.  Conditions  de  réalité.  Examinons  donc  le  seul  cas  où 
p  est  négatif.  L'équation  a  alors,  d'après  la  règle  de  Descartes, 
une  seule  racine  négative  ;  elle  peut  avoir  deux  racines  positives, 
ou  n'en  pas  avoir  du  tout.  Ce  sont  ces  deux  cas  que  nous  vou- 
lons distinguer. 

L'équation  proposée  peut  s'écrire  : 

q  =  —  cc^  —  px  =  x{ —  p  —  x^), 

p  étant  un  nombre  positif. 

Si  X  varie  de  0  à  y/— P,  le  produit  x{—p  —  x^)  est  d'abord  nul; 
il  augmente  jusqu'à  un  certain  maximum;  puis  il  diminue,  et 
redevient  nul  pour  x  =  \/—p.  Si  donc  le  maximum  surpasse  g, 
il  y  aura  deux  valeurs  de  Xy  pour  lesquelles  ce  produit  sera  égal 
à  g;  et  l'équation  aura  deux  racines  positives,  moindres  que 
y/— p.  Si  le  maximum  du  second  membre  est  moindre  que  (/, 
l'égalité  est  impossible  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  G  et 
y/— p,  et,  par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x;  car  le 
second  membre  deviendrait  négatif,  si  x^  était  plus  grand  que 
—p.  S'il  arrive  enfin,  que  le  maximum  du  second  membre  soit 
précisément  égal  à  g,  l'égalité  ne  pourra  avoir  lieu  que  pour  une 
seule  valeur  de  x;  et  les  deux  racines  deviendront  égales. 

La  condition  de  réalité  des  trois  racines  s'obtiendra  donc  en 
cherchant  le  maximum  de 

x{—p  —  x^), 

et  en  écrivant  qu'il  est  moindre  que  q.  Or,  ce  maximum  cor- 
respond à  la  valeur  de  x  qui  rend  la  dérivée  égale  à  zéro,  et  qui 
satisfait,  par  suite,  à  l'équation  : 

^p  —  2>x-  =  0. 
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Pour  cette  valeur,  l/  — ~,  le  produit  x{ — p — x^),  devient 


-ï\/-|.  »"  v/- 

"27' 

la  condition  de  réalité  des  trois  racines  est  donc 

»<v/-S. 

9 

ou 

4p'»+27g2<o. 

Il  faut  en  outre,  comme  on  Ta  vu,  que  p  soit  négatif;  mais  cette 
condition  est  évidemment  nécessaire  à  l'exactitude  de  l'inéga- 
lité précédente;  et  il  est  inutile  de  la  mentionner  à  part. 

512.  RÉSUMÉ.  D'après  ce  qui  précède,  et  en  nous  servant  des 
principes  généraux  de  la  théorie  des  équations,  nous  pouvons 
établir  les  propositions  suivantes,  relatives  à  l'équation 

[1]  x^-\-px-\-q=^Q. 

1°  La  somme  des  trois  racines  est  égale  à  zéro.  Si  Tune  d'entre 

elles  est  imaginaire  et  de  la  forme  (a  +  P  v/~0>  i^  Y  '^^^ra  né- 
cessairement encore  une  autre  racine  imaginaire  de  la  forme 

(a  —  Pv^ — l)  ;  et  il  n'y  en  aura  qu'une  seule. 

T  Le  terme  tout  connu  est  égal  au  produit  des  trois  racines 
pris  en  signe  contraire.  Si  deux  équations  de  la  forme  [1]  ne 
diffèrent  entre  elles  que  par  le  signe  du  terme  connu,  leurs  ra- 
cines seront  respectivement  égales,  mais  de  signes  contraires. 

Ainsi,  par  exemple,  les  racines  de  l'équation, 

étant  2,  5  et  —  7,  celles  de  l'équation 

a;^— 39rc  — 70  =  0 

seront  — 2,  —  5  et  +  7. 

3«  Lorsque  p  est  positif,  l'équation  admet  deux  racines  ima- 
ginaires. 
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4°  Lorsque  le  p  est  positif,  réquation  admet  deux  racines  ima- 
ginaires. 

5°  Lorsque  p  est  négatif,  l'équation  a  trois  racines  réelles  et 
inégales,  si  (fâ +t)  ^^*  négatif;  elle  a  trois  racines  réelles,  dont 

deux  égales,  si  (^+t)  ^^^  ^^^^'  ^^^"  ^^^^  ^  ^^"^  racines  imor 
ginaires,  si  (fy +^)  est  positif. 
Ainsi,  par  exemple,  les  équations  suivantes  ont  : 

ar»+100a;±16=0j 

,'  ,  ,^     ^>2  racmes  imagmaires; 

or  ±16  =  01 

ar»—     7a;=tl6  =  o) 

/p8—  1 2a;  ±  1 6  =  0  2  racines  réelles  égales  ; 

^    ^—  2^^^^^""^]3  racines  réelles  inégales. 
a;3-_iooa;±16=OJ  ° 

^  IIL  Résolution  trigonométrique  des  équations  du  troisième  degré. 

515.  Cas  des  racines  réelles.  Nous  allons  maintenant  mon- 
trer comment,  à  l'aide  des  fonctions  trigonométriques,  on  peut 
déterminer  directement  toutes  les  racines,  réelles  ou  imagi- 
naires, d'une  équation  du  troisième  degré. 

1"  Cas.  Racines  réelles.  Condition  : 


(g+?i<»- 


Lorsque  l'équation  [1]  a  ses  trois  racines  réelles  et  inégales, 
la  quantité  sous  le  radical  du  second  degré  (508)  est  négative; 
et  la  valeur  [4]  de  x  est  la  somme  de  deux  quantités  imaginaires. 
Pour  la  débarrasser  de  ces  symboles  imaginaires,  posons  : 


— |=pcos<p,    et     |  +  |7=-p'sin>; 


330  APPENDICE, 

la  formule  [4]  deviendra  : 

et,  d*après  la  formule  de  Moivre  (502),  on  aura  : 

,3/      /        <p  +  2/C7r         .    o4-2k-K     , 7\ 

+  v/p.  (^cos^^^-î- —  —sml^Il — .  y/-  1  j . 

formule  où  l'on  doit  donner  à  k  les  valeurs  0,  1,2.  Il  faut  d*ail- 
leurs  que  k  ait  la  même  valeur  dans  ces  deux  termes,  pour  que 
le  produit  yz  soit  réel. 

On  aura  donc  :      x  =  2  y/p.  cos  ^         "^, 
ce  qui  donne,  pour  les  trois  valeurs  de  k  : 

a;  =  2  ^p  .  cos  1 ,  2  v'p .  cos  ^1  +  12oA ,  2  V  P  •  COS  (^  +  240«^ , 
OU 

x  =  2  v/^cos|,    -—2  (/p.  cos  ^60"— ly     2^'p  cos  ^1200— ly 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  p  et  de  cp  (p  étant  essentielle- 
ment positif),  on  a: 

p^cos^9  =  |.\    _p«sin>=^-  +  |J, 

donc:  P'=-|î'    ou    P=y/-f7, 

et  coscp= — -7-. 

2p 

Remarque.  Si  la  valeur,  que  la  formule  précédente  assigne  à 
cos 9,  est  négative,  on  cherchera  dans  les  tahles  l'orctp',  qui  a 
pour  cosinus  le  même  nombre  pris  positivement;  et  9  sera  le 
supplément  de  9'. 
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514.  Exemple  I.  Partager  un  hémisphère  en  deux  parties  égales 
par  un  plan  parallèle  à  la  base. 

Soient  :  x  la  distance  du  plan  sécant  au  centre  de  la  sphère; 

y  le  rayon  de. la  section  circulaire  ; 

r  =  l  le  rayon  de  la  sphère. 
On  aura  l'équation  : 

Or  y^  =  r^'-x^; 

donc  2{l—x)—x{l—x^)  =  \; 

ou  o;^  — 3a?-f  1  =  0; 

équation  qui  donnera  la  valeur  de  x. 
Nous  avons  ici  :        p= — 3,    ç=l; 

3       — — 

donc:         p=y/-=zi,  etcos?=-^p=--; 
donc  y  =120»,    et     |  =  40". 

Les  trois  racines  de  l'équation  proposée  sont  donc  : 

(  x^=  2COS40*'=  1,5320888, 
1  ir2:=— 2  00820°=-.  1,8793852, 
j   x^=      2cos80''=       0,3472964. 

On  vérifie  que  a?!  +  iCa  +  a^s  =  0. 

Parmi  ces  trois  racines,  il  n'y  a  que  la  dernière  qui  réponde  au 
problème  proposé;  car  seule  elle  est  positive  et  inférieure  au 
rayon  de  la  sphère.  ^ 

51o.  Exemple  IL  Déterminer  les  abscisses  des  points  d'inter- 
section  de  la  parabole  x^=  4y,  et  de  Vhyperbole  4xy  =  7(x  —  1). 
Par  éhmination  de  ^,  on  obtient  l'équation  : 
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dont  les  racines  déterminent  les  abscisses  des  points  d'inter- 
section. On  a  : 

P  =  — 7,    ç  =  +  7; 

log  (— p3)  =  2,53529412  log  q  =:  0,84509804 

log27  =  1,43136376  GMog  2  —  10  =1,69897000 

log  p«=  1,10393036  CMog  p— 10  =  1,44803482 

logp  =  0,55196518  log  COS ({•'=:  1,99210286 

,«.«=.,.,,,.3»        \tz,'Z%ZZ 

^  =  56*>22'7",935,       (sO"  —  |)  =3»  37' 52",  065,      ^120»— ^WeS»  37' 52", 065 

ÎOgCOS  =1,7433874     logCOS  =  T,9991272     logCOS=T,6475281 

log  2  =0,3010300  =0,3010300  =0,3010300 

log  v^p  =  0,1839884  =0,1839884  =0,1839884 

logiC4=  0,2284058  log(-a;j)  =  0,4841456      log iTs  =0,1325465 
Xi,  =  1,692021 ,  X2  =  —  3,048917,        rr3=  1,356893 

Vérification, 

Xi=      1,692021  log  371  =  0,2284058 

372  =  — 3,048917  log  3^2  =  0,4841456 

X^=      1,356896  lop^  0:3  =  0,1325465 


Xi-\-X2  +  Xz=      0.  log  iCia'2rr3  =  0,8450979 

X^  X2  X^  —  /  • 

516.  2«  Cas.  Racines  imaginaires.  Condition: 

(ë+ï)>- 

1°  Cas  où  p  est  négatif.  On  a  : 

4^      27' 
et  l'on  peut  poser,  par  conséquent  : 


/ 


^  =  i  sin  o>. 

27       2 
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On  aura  alors  : 


eu  ^=y-|  +  |cosco=Y/-gcos^-| 

ou ,  en  remplaçant  q  par  sa  valeur  ^r^  y  —  27  ' 

y  =  \/^-\/^^    et    .  =  \/I|.y/c7; 

Soit  maintenant  o  un  angle  auxiliaire  déterminé  par  l'équa- 
tion :  ^ 

tangcp  =  y  tang^, 

onaura:     1/  =  W  — |.  tangcp,     ^=y— -.cotcp; 
et,  par  suite,  les  valeurs  de  x  seront  : 

y^-|.[tang,  +  cot9]=\/'-|.^, 
et  — ^i/--|.[tang9  +  cotcp]±:iv'^V^-[lang?--f^ot(p], 


ou 


sin  29  V        3 


formules  calculables  par  logarithmes. 
On  cherchera  d'abord  : 

2  ,  /      /7 
10        smo.==-y/--, 

ensuite,  2°     tang  ç  =  W  tang  ^ , 


après,  30  a;i  =  2y  —  |coséc29, 

et  enfin,  4»  0?  =  — i/— |coséc2cpdtV^.v/--Ft:ot^ 
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Quant  aux  signes  des  racines,  on  tiendra  compte  de  ce  que  la 
racine  réelle  est  toujours  de  signe  contraire  à  celui  du  terme 
tout  connu  de  l'équation,  et  que  la  somme  des  trois  racines  est 
nulle. 

517.  Exemple  III.  o;^—  10,871385a;+  18,01032  =  0. 
Ona:  ;?=-- 10,871385,     g=+i8,01032; 

donc  :  log  (— ^)  =  1,6774908  , 

et  log  y/- ^  =  0,8387454; 

mais  log  2  =  0,3010300, 

et  *   G*,  logg— 10  ==  2,7444786, 

1°  donc  log  sin  to  =  1,8842540  ; 

delà:  (o  =  50%    et    -  =  25» 

log  tang'  9  =  log  tang  ^  =  1,6686725  y 

^°donc:  log  tang  ç=  1,8895575; 

delà  <p=37H7'31",287 

et  2çp  =  75<'35'    2'^,574; 

30         logy^-|  =  0,2795818  logv/^  =  0,5181424 

log  2  =  0,3010300  log  COt  29=7,4100229 

CMog  sin  2cp-- 10  =  0,0138941      log  y/^COt  2  9  =  T,  928  i  653 

log  Xi  =  0,5945059  \/^cot  2(p  =  0,8475501 

û?i  =  3,931026. 
Donc  les  trois  racines  sont  : 

a;  =  — 3,931026, 
et  a;  =  +  1,960513  +  0,8475501  X  \/^^. 

518.  Exemple  IV.  Déterminer  les  dimensions  d'un  cylindre 
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inscrit  à  là  sphère,  et  tel  que  sa  surface  convexe  soit  égale  à  la  sur- 
face convexe  des  deux  calottes  j  qui  ont  même  base  que  lui.  j 


Soient  : 

r=:  1  le  rayon  de  la  sphère, 

y  le  rayon 

de  la  base  du  cylindre , 

et 

X  la  distance  de  cette  base  au  centre  de  la 

sphère^ 

On  aura  : 

k'K{l-^x)  =  kXlJn; 

mais 

y  =  ^l-x'; 

donc  : 

l—x  =  x\l'\-x). 

ou 

^+; 

X^-{-X'-l=0. 

Posons  ; 

z-^l 

l'équation 

deviendra  : 

2^+6ir  — 34  =  0. 
On  a  ici  :  P  =  6 ,    q  =  —  34  ; 

mais,  dans  cette  équation  : 

27+4-^^^' 

donc  Téquation  a  deux  racines  imaginaires,  dont  nous  ne  nous 
occuperons  pas. 
En  résolvant  directement  l'équation  proposée,  à  l'aide  de  la 

formule  (299),  nous  aurons  : 

z=  \/17-|-\/297+ V'n  — v/297, 
=  ^34,2336879396  —  ^0,2336879396. 

En  se  servant  des  tables  de  logarithmes  pour  extraire  les  ra- 
cines cubiques ,  on  aura  : 

2  =  3,2470172  —  0,6159499 

ou  '  ir=z  2,6310673; 
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donc  a;  =  0,5436891; 

et  2a;  =  1,0873782,  hauteur  du  cylindre. 

,    519.  2°  Cas  où  p  est  positif  :  on  posera  : 


,0) 

COS  o) 


m  y/g  =  |tang<o; 

il  vient  alors  : 

^     y      COS  w  y 

OU,  en  remplaçant  q  par  2  cot  w  \/~r , 

Posant,  comme  plus  haut  : 

[2]  tang<p=ytang^; 

il  vient:         2/ =  v/|  tang  y,     -2r  =  —  i/|  cot  o  ; 
et  les  racines  cherchées  sont  : 

a?i=  2  i/? cot 2^  dzv/— ï' . coséc 29. 

rr=— i/|cot2cp; 


[3] 


320.  Exemple.  V.  Soit  l'équation  : 

a;' +  2,347398307  — 9,876543  =  0. 
q  =  —  9,876543,  p  =  2,3473983 , 

log  (—  ^)  =  0,9946050,  log  j?  =  0,3705868  ; 
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donc  :  ^  log  |-  =  1,6803966 

log  1^=1,6803966 

log  y  |)  =  1,8401983 

log  =  0, 3010300 

C^  log  {—g)  — 10  =r  1,0053950 

Donc:  [1]  log  tangoj  =  T,  1466233 

Delà:  oj  =  7°  58'42",91 

^=3059' 21^,455; 
d*où  log  tang^=  log  tang^cp  =  2,8434760; 

donc  [2]        log  tang<p  =1,6144920; 
et  de  là:  cp  =  22<'22'22",22 

2cp  =  44<'44'44",44. 
Or:  log  2  =  0,3010300 

log  COt  2'^  =  0,0038555         GMogsin2cp— 10  =  0,1524513 
log\/^  =  r,9467328  ^  Iogv/^=  0,1852934 

Donc  [3]    loga;i  =  0,2516183  log  \^  =0,3377447 

'  ^^  sm2cp        ' 

a;i  =  1,784918;  XIlE  =  2,1764300 

sin2cp 

et  les  racines  de  l'équation  proposée  sont  : 

371=  1,784918, 

X  =  —  0,892459  ±2,1 76430  X  v^— l- 
Alg.  SP.  B.  22 
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CHAPITRE  IV. 

UÉSOLUTIOJV  NUMERIQUE  DE   DEUX  ÉQUATIONS 
DU  SECOXD  DEGRÉ. 


§  I.  Méthode  générale;  exemples. 

521.  Problème.  Nous  commencerons  par  résoudre  la  ques- 
tion suivante  : 

Quelle  est  la  condition  pour  quune  équation  du  second  degré, 

[1]  ky^  +  Bxy+Gx'  +  By  +  Ex  +  F^O, 

fournisse  y  pour  Vinconnue  y,  une  valeur  de  la  forme  Mx  +  N, 
M  et  N  étant  indépendants  de  x. 

On  déduit  de  l'équation  [1],  en  la  considérant  comme  une 
équation  du  second  degré  en  y  : 


B^+D_^  1 


Pour  que  cette  valeur  de  y  ait  la  forme  demandée,  il  est  néces- 
saire et  suffisant  que  le  polynôme  placé  sous  le  radical 

(B^  — 4AG)a^«  +  2(BD  — 2AE)a;  +  (D«— 4AF), 

soit  un  carré  parfait  ;  et,  pour  cela,  on  doit  avoir 

(BD  —  2AE)^=  (B-^  —  4AC)  (D«  — 4AF)  ; 

ou,  en  supprimant  les  termes  B-D'  qui  figurent  dans  les  deux 
membres,  et  en  divisant  ensuite  par  le  facteur  commun  4A, 

[3]  —  BDE  +  AE2  =  4:VCF-FB«— CD«; 

telle  est  la  condition  demandée.  Si  elle  est  remplie,  la  valeur 
de  y  prend  la  forme  : 
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522.  MÉTHODE  GÉNÉRALE  DE  RÉSOLUTION.  Proposoiis-nous  ac- 
tuellement de  résoudre  le  système  de  deux  équations  numéri- 
ques du  second  degré  : 

[5]  Ay^-{-Bxy  +  Cx^+Dy+Y.x+¥=0, 

[6]  xy+h'xy+G'x'+J)'y  +  E'x  +  V  =  0. 

Si  nous  ajoutons  ces  deux  équations,  après  avoir  multiplié  la 
première  par  X,  le  résultat  pourra  remplacer  l'une  d'elles.  On 
obtient  ainsi  : 

[7]     (AX+A>H(B>  +  B>7  +  (GX+CK+(DX+D')y 

+  (EX+E>  +  (FX+F)  =  0; 

X  étant  arbitraire,  nous  pouvons  la  déterminer  par  la  condition 
que  les  valeurs  de  y,  déduites  de  l'équation  [7],  soient  du  pre- 
mier degré  en  x. 
Il  suffira  (521)  de  poser  : 

[8]  _(BX+B')(DX+D')(EX+E')  +  (AX  +  A')(EX  +  E7 
=4(AX+A')(GX+G')(FX  +  F)— (FX+F'X'BX  +  B')* 
-.(CX+C')(DX+D7, 

équation  du  troisième  degré  en  X,  qui  aura,  par  conséquent,  une 
racine  réelle  au  moins.  On  calculera  cette  racine  par  approxi- 
mation ;  et,  en  faisant  usage  de  la  formule  [4]  (521),  on  obtien- 
dra alors,  pour  y,  deux  valeurs  de  la  forme  : 

y  =  Mx-\-'^,    i/  =  Mifl?+Ni 

M,  N,  Ml,  Ni,  étant  connus  en  fonction  de  la  racine  X,  en  substi- 
tuant successivement  ces  valeurs  de  1/ dans  l'une  des  équations 
[5]  et  [6],  on  obtiendra  deux  équations  du  second  degré  en  x; 
il  y  aura,  par  conséquent,  en  tout,  quatre  valeurs  pour  x  et 
autant  pour  y. 

525.  Discussion.  Il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer  dans  l'ap- 
plication de  la  méthode  précédente;  nous  les  discuterons  avec 
quelques  détails.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  remarquerons 
tout  d'abord,  que  le  problème  revient  à  déterminer  l'intersection 


UÉSOLUTION  DE  QUELQUES  QUESTIONS  IMPORTANTES.  341 

de  deux  courbes  du  second  degré.  La  méthode  indiquée  équi- 
vaut à  la  détermination  préalable  des  droites  qui  réunissent  deux 
des  points  d'intersection. 

1°  Si  réquation  du  troisième  degré  en  X  admet  trois  racines 
réelles,  et  si,  en  même  temps,  deux  au  moins  de  ces  racines 
rendent  positives  la  quantité 

(BX+By— 4(AX  +  A')(GX  +  C')=:/c, 

ces  deux  racines  déterminent  deux  couples  de  sécantes  réelles, 
qui  se  coupent  en  général  en  quatre  points.  Ces  quatre  points 
sont  les  points  d'intersection  des  deux  courbes,  et  leurs  coor- 
données donnent  les  solutions  des  équations  proposées. 

2°  Si  l'équation  du  troisième  degré  a  trois  racines  réelles, 
dont  une  seule  rend  positive  la  quantité  k;  ou,  si  l'équation  n'a 
qu'une  seule  racine  réelle,  mais  qui  satisfasse  à  cette  condition, 
les  deux  courbes  n'admettent  qu'un  seul  couple  de  sécantes 
communes. 

Il  faudra  alors  chercher,  si  ces  sécantes  rencontrent  l'une 
quelconque  des  courbes  proposées  ou  non  :  dans  le  premier  cas, 
les  deux  équations  auront  deux  solutions  réelles  et  deux  solu- 
tions imaginaires  ;  dans  le  second  cas,  elles  auront  quatre  solu- 
tions imaginaires. 

3°  Si  enfin  les  racines  réelles  de  l'équation  en  1  rendent  né- 
gative la  quantité  k^  les  deux  équations  ont' quatre  solutions 
imaginaires. 

524.  Exemple  I.  Soient  données  les  deux  équations  : 

3y^-{-kxy-{-3x^ — 9y — 15a;  =  0  (ellipse)  ^ 
y^ — 2xy-\-  x'^-\-2y—l0x  =  0  {parabole). 
Ces  deux  équations,  combinées  ensemble,  donnent  Téquation 
(3-L\)y^+{k-2l)xy+{3-^l)x'—{9-2l)y-{lb+\0k)x=0; 
et  l'on  obtient  pour  l'équation  [8]  ; 

32X3+ 388X2  +  564X+ 189=0. 
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Celle  équation  a  trois  racines  réelles  et  négatives,  qui  sont  : 

1=-^,    X=-|,     \=-^, 

La  quantité  k——20{l  +  2X) 

étant  positive  ou  nulle  pour  chacune  des  trois  valeurs  de  A,  les 
courbes  données  admettent  trois  systcmesde  sécantes  communes 
réelles,  dont  les  points  d'intersection  se  confondent  avec  ceux 
des  deux  courbes. 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  deux  systèmes  de  sécantes 
et  de  chercher  leurs  points  de  rencontre. 

Pour  •  >^  =  — 2, 

les  deux  équations  du  premier  degré  sont  :  ' 

y  =  —  x-\~2di2, 
système  de  deux  droites  parallèles. 
Pour  ^==  — %^, 

nous  aurons:  i/=— -~2=ti( — (-2). 

Les  points  d'intersection  des  quatre  sécantes  sont  : 

a;=rO,       |/=rO, 

a;=r6,     ?/= — 2. 

Ces  quatre  points  sont  les  sommets  d'un  liapèze  dont  les  côlés 
sont  formés  par  les  qualre  sécantes.  Les  deux  autres  sécantes, 
correspondant  à  X:=:  — |,  seraient  les  diagonales  du  (rapèze. 

523.  Exemple  IL  Délerminer  les  points  (Tinlerscclion  des  courbes 

xy  —  3x-{- 6  =zO  (fnjperbole),'^ 

fl;2— 9y  =  0  (parabole). 
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Si,  dans  la  première  de  ces  deux  équations,  on  substitue  à  y 
sa  valeur  tirée  de  la  seconde  équation, 

on  obtient  immédiatement  l'équation  du  troisième  degré  : 

a;*— 27a; +  54  =  0, 

dont  les  racines  déterminent  les  points  d'intersection  des  deux 
courbes.  Cette  équation  a  trois  racines  réelles,  deux  positives 
égales,  ic  =  3,  et  une  négative,  5?  =  — 6. 
A  ces  deux  abscisses  correspondent  les  ordonnées 

y=\     et    i/=4; 

donc  les  deux  courbes  se  touchent  au  point  (3,1),  et  se  coupent 
au  point  (—6,4). 

520.  Exemple  III.  Soient  données  les  deux  équations 
y'^-\-x^ — 2a?  =  0  {cercle)  f 
2xy — 1  =  0  (hyperbole); 
l'équation  résultant  de  la  combinaison  sera  : 

y^-\-2lxy-{-x^  —  2x — X=:0 

et  en  écrivant  que  cette  équation  représente  deux  droites,  on 

trouvera  : 

v_x-^i=o. 

Cette  dernière  équation  a  une  racine  réelle  et  deux  racines  ima- 
ginaires. 

Pour  évaluer  la  racine  réelle,  nous  nous  servirons  des  for- 
mules données  (516)  ;  nous  aurons  alors  : 

log  sin  w=î,585  3481, 
logtang^=T,301  3783, 
logtang©  =  7,767  1261, 
Iogsin29  =  î,940  3459, 
log  X  =  0,122  1235, 
X=l, 324718; 
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4 
la  quantité  k^=k{X^ —  1  )  on  r-,  étant  positive  pour  ]a  valeur  de  X 

que  nous  venons  de  trouver,  les  deux  équations  du  premier 
degré, 

VX 

auront  leurs  coefficients  réels;  et,  par  conséquent,  les  deux 
courbes  admettent  un  système  de  deux  sécantes  réelles  com- 
munes. 
En  substituant  ces  deux  valeurs  de  y  dans  Téquation  : 

2xy — 1  =  0, 

on  arrive  à  l'équation  du  second  degré  : 

Pour  que  les  valeurs  de  x  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait  : 

Si  nous  prenons  le  signe  inférieur,  le  premier  membre  de- 
vient négatif,  et  la  condition  de  réalité  n'est  pas  remplie;  par 
conséquent,  la  droite 

-  y=:—lx -={X  +  1) 

)/X 

ne  rencontre  pas  la  courbe. 

Si,  au  contraire,  nous  prenons  le  signe  supérieur,  le  premier 
membre  devient  positif,  et  la  sécante 

V^ 
rencontre  la  courbe  en  deux  points. 
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En  substituant  à  X  et  v/X  leurs  valeurs  numériques,  la  der- 
nière équation  deviendra  : 

y  =  — 0,4558810;+ 1,150964; 

équation  qui,  combinée  avec  celle  de  la  courbe, 

2xy  —  l  =  0j 

donne  les  deux  solutions  réelles  des  équations  proposées, 

0^  =  1,967160,         ^=0,254173, 

et  a;=0, 557424,        y  =  0,S9619\, 

527.  Exemple  IV.  Résoudre  les  deux  équations  : 

4î/2  +  9a;2— 360?=  0  {ellipse), 

xy—   12  =  0  {hyperbole) 

L'équation  de  condition  est  : 

X»  —  144X  — 432  =  0. 

Cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles  ;  la  première  positive, 
et  comprise  entre  13  et  14  ;  les  deux  autres  négatives,  et  com- 
prises entre  —  3  et  —4,  et  entre  -— 10  et  —  1 1 . 

Parmi  ces  trois  racines,  il  n'y  a  que  la  première  qui  rende 
positive  la  quantité 

A 

par  conséquent,  il  n'y  a  qu'un  seul  couple  de  sécantes  réelles, 
dont  l'équation  est  : 


^^_L_3.   /3/     ,   2X\. 


mais  nous  allons  démontrer  directement  qu'aucune  de  ces  deux 
droites  ne  peut  rencontrer  les  courbes  ;  car  en  substituant  la  va- 
leur de  y  dans  la  seconde  des  deux  équations  proposées, 

xy—\2  =  0 
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on  obtient  les  deux  équations  du  second  degré 


X' 


La  condition  de  réalité  des  valeurs  de  a;  est  : 

.        3X+48(-^±?y/f)>0. 

OU  — x±24W  5::->o. 

Il  est  évident  que  cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  lorsqu'on 
prend  le  signe  négatif;  car  alors  tous  les  termes  du  membre  à 
gauche  seraient  négatifs. 

Mais  comme  on  a  X>  13,  la  condition  n'est  pas  remplie  non 
plus,  lorsqu'on  prend  le  signe  positif. 

Par  conséquent,  les  deux  droites  ne  peuvent  pas  rencontrer 
les  courbes;  donc  les  deux  équations  proposées  n'ont  que  des 
racines  imaginaires. 

328.  Exemple  V.  Soient  données  les  deux  hyperboles, 

ky'^  —  kxy~{~9  =  0, 

Sxy~k'2y -{-9  =  0; 

déterminer  leurs  points  d'intersection 

La  valeur  de  y,  tirée  de  la  seconde  équation  et  substituée  dans 
la  première,  conduit  à  l'équation  du  second  degré  en  x, 

kx^~-3bx-\-'7b  =  0, 

équation  qui  a  deux  racines  réelles  rr  =  5  et  3?=:  3 1. 

Les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  ?/  =  |  et  2/  —  f . 

Mais  les  deux  courbes  proposées  sont  deshy[)erbolcs,  rappor- 
tées à  une  asymptote  commune  prise  pour  axe  des  abscisses; 
donc,  en  outre  des  deux  points  d'intersection  que  nous  venons 
de  trouver,  elles  ont  encore  deux  autres  points  de  rencontre 
éloignés  à  l'infini  de  l'origine. 
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En  effet,  lorsqu'on  remplace  x  par  -,  et  qu'on  égale  les  va- 

z 

leurs  de  y  tii  ées  de  la  première  et  de  la  seconde  des  équations 
proposées,  on  obtient  l'équation  du  quatrième  degré, 

5^2  — 35s' +  752^=0, 

Les  quatre  racines  de  cette  équation  sont  : 

z-  =  0,    donc    2  =  0, 


z  = 

--i 

et       z  = 

=A. 

et  comme  x- 

=  -,  nous  aurons  les  quatre 

solufioi 

proposées  : 

2  =  0, 

X  =00  , 

y  =  o. 

2=0, 

0)  =  00   , 

y  =  o, 

^  =  h 

07=5, 

y  =  l 

^-^, 

x  =  Zl, 

y  =  l 

529.  Cas  particuliers.  La  résolution  de  deux  équations  du 
second  degré,  à  deux  inconnues,  se  réduit,  dans  certains  cas 
particuliers,  à  la  résolution  d'une  équation  bicarrée  ou  d'une 
équation  du  second  degré. 

1°  Lorsque  les  deux  courbes^ont  concentriques^  et  rapportées 
à  leur  centre  commun  pris  pour  origine,  leurs  équations  ne 
contiennent  plus  de  termes  du  premier  degré  par  rapport  aux 
variables;  et  l'élimination  d'une  variable  donnera  une  équation 
bicarrée  par  rapport  à  l'autre  variable. 

Exemple.     \Ç>if—\ Qxij  +  5a;'—  400  =  0  (ellipse), 

y^—x^-^lÇ>  =  0  (hyperbole) , 

Les  solutions  sont  égales  deux  à  deux,  mais  de  signes  con- 
traires. 

2°  Lorsque  les  deux  courbes  sont  homofocalesy  et  rapportées  à 
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leur  foyer  commun,  pris  pour  origine  des  coordonnées,  les  deux 
équations  se  metlenl  sous  la  forme 

y'  +  x'=^{a'y  +  b'x  +  c'y; 

donc  ay-{-bx+c  =  dz{a'y-{-b'x-\-c'), 

ou    .  (a±a')y  +  {b±:b')x  +  (cdzc')  =  0; 

et  Ton  aura  deux  équations  du  premier  degré,  que  l'on  combi- 
nera avec  l'une  des  équations  proposées. 

Exemple.     Sy^  —  kxy -\- ky  —  2x -}- l  =  0  (hyperbole), 

y^  —2xy  +  x'^—2y—3x—^  =  0  (parabole). 

3°  Lorsque  les  deux  courbes  ont  un  diamètre  commun,  et 
qu'elles  sont  rapportées  à  un  système  de  coordonnées  obliques, 
ayant  pour  axe  des  abscisses  le  diamètre  commun,  et  pour  axe 
des  ordonnées  une  parallèle  aux  cordes,  les  deux  équations  ne 
contiennent  la  variable  2/  qu'à  la  seconde  puissance,  et  l'élimi- 
nation de  celte  variable  réduira  le  problème  à  la  résolution  d'une 
équation  du  second  degré  en  x. 

Exemple.  Sî/^  —  3a? — 'èÇ>=:0  (parabole), 

1/  +  5a;'  —  80  =  0  (ellipse), 

4"  Si  les  deux  courbes  sont  semblables  et  semblablemcnt  situées, 
les  termes  du  second  degré  dans  les  deux  équations  ont  les 
coefficients  proportionnels. 

Donc,  si  l'on  multiplie  l'une  des  deux  équations  par  un  fac- 
teur convenable,  et  qu'on  la  retranche  de  l'autre  équation,  on 
obtiendra  pour  reste  une  équation  du  premier  degré. 

Exemple,     y*  +  '^^V  —  3^^  -x-6x-\-k0  =  0  (hyperbole) , 

2y^  +  2xy  —Qx^  —  by  +  37  =  0  (hyperbole). 

5*»  Lorsque  les  deux  courbes  sont  des  hyperboles  ayant  une 
même  asymptote ,  et  rapportées  à  cetle  asymptote  commune 
comme  axe  de  a;,  les  deux  équations  ne  contiennent  la  variable  or 
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que  dans  le  terme  xy;  et  rélimination  de  x  donne  une  équation 
du  second  degré  en  y. 

Exemple.  y^  —  ^xy-\-  6y — 10  =  0, 

dy^ -{- 2xy  —  lOy -{-   8  =  0. 

g  II.  Résolution  des  équations  du  quatrième  degré. 

550.  MÉTHODE  DE  RÉSOLUTION.  La  méthode,  que  nous  venons 
d'exposer,  sert  à  réduire  la  résolution  de  l'équation  du  (|ua- 
trième  degré, 

a;*  -|-  ax^  -\-bx^-{-cx-\'  d  =  Oy 

à  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré. 

En  effet,  si  dans  l'équation  proposée  on  remplace  x^  par  y, 
on  arrive  à  l'équation  : 

y''-{-axy-\-by-{-cx-\-d  =  0; 

et  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré  est  ramenée 
à  la  résolution  de  deux  équations  du  second  degré  à  deux  in- 
connues, que  nous  pouvons  résoudre  au  moyen  d'une  équation 
du  troisième  degré  en  >. 

551.  Exemple.  Soit  donné  l'équation, 

x^  —  2x^'-8a''+l2x  —  k=0j 

équation  qui  n'a  pas  de  racines  commensurables. 

En  posant  x'^  =  y  (parabole),' 

l'équation  proposée  deviendra  : 

y'^  —  2xy  —  8y-{-l2x  —  k:=0  {hyperbole), 

La  résolution  de  ces  deux  équations  est  ramenée  à  celle  de  l'é- 
quation du  troisième  degré, 

*  X*+ 16X2  + 56X  — 64  =  0, 

qui  a  trois  racines  réelles, 

X  =  — 8     et    X  =  — 4zt2\/6. 
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la  quantité  /c  =  4  ( l  — -  X) 

est  positive  pour  chacune  de  ces  trois  valeurs  de  X  ;  donc,  les 
deux  équations  proposées  admettent  trois  couples  de  sécantes 
communes  et  quatre  solutions  réelles. 

Les  équations  des  sécantes,  qui  correspondent  à  la  deuxième 
et  à  la  troisième  racine  de  l'équation  en  X,  sont  ; 

X  =  — 4  +  2v/6, 

\         5  —  2^6/ 


X  =  —  4  —  2  v/6, 


et 


''    ^'    A         5  +  2vV 


En  cherchant  les  points  d'intersection  de  ces  deux  syslèmes  de 
droites,  on  obtient  immédiatement  les  racines  de  l'équation  du 
quatrième  degré, 

a;  =  2zhv/2    et    a;  =  — lity^S. 
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GUAPITRE  V. 

QUELQUES  EXEMPLES  D'ARTIFICES   ALGÉBRIQUES. 

552.  But  de  ce  chapitre.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  si 
l'on  suivait,  sans  modification,  les  règles  générales  du  calcul,  on 
serait  conduit  à  des  opérations  compliquées,  qui  dépasseraient 
quelquefois  la  patience  du  calculateur.  L'habileté  du  géomètre 
consiste  à  trouver,  dans  la  forme  particulière  des  questions  qu'il 
traite,  l'occasion  de  simplifier  les  opérations,  et  de  parvenir  plus 
immédiatement  aux  conclusions  qu'il  a  en  vue.  De  pareilles 
modifications  exigent  une  grande  habitude  de  l'analyse  et,  sou- 
vent même,  un  véritable  génie  d'invention  ;  et  l'on  comprend 
qu'il  ne  nous  est  pas  possible  de  donner  des  règles  générales 
sur  les  artifices  de  ce  genre.  Nous  nous  bornerons  à  choisir, 
parmi  les  calculs  algébriques  les  plus  célèbres,  quelques  exem- 
ples, dans  lesquels  d'illustres  géomètres  ont  poussé  à  un  haut 
degré  la  dextérité  analytique  dont  nous  parlons. 

555.  Problème  I.  On  donne  un  polynôme  du  second  degré,  à 

Irais  variables, 

[I]  Xx'  +  XY  +  yz-'  +  2nyz  +  2B'xz  +  2B"xy 

-i-2Cx  +  ^G'y  +  2G"z+D; 

et  ion  demande  de  remplacer  x,  y,  z,  par  trois  variables  nouvelles, 
liées  aux  premières  par  les  relations, 

iX=zaU-{-(lV-\-(t'w, 
2  =  Y^  4"  ï'^  +  Y^^> 
et  s  imposant  les  conditions  suivantes  : 
1°  Le  polynôme  prendra  la  forme 
[3]  Gw'^-|-G'i;^  +  G"î/.'--f  Hu  +  H'v-fH"i(;  +  K; 
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'2"  Les  neuf  coefficients  «,  «',  a",  p,  p',  p",  y,  y',  y",  seront  liés  par 
les  relations j 

(«'+?' +ï'=l,  («a'+pp'+Yï'=0, 

[4]  a'^+p'*  +  y2  =  l,  a«"  +  pp''  +  Y/  =  0, 

Ce  problème  se  présente  en  géométrie  analytique,  lorsque  l'on 
veut  simplifier  une  équation  du  second  degré,  en  changeant  les 
directions  des  axes  des  coordonnées,  sans  qu'ils  cessent  d'êlrc 
rectangulaires. 

En  multipliant  respectivement  les  équations  [2]  par  a,  p,  y,  et 
en  les  ajoutant  ensuite  membre  à  membre,  on  a,  d'après  les 
équations  [4]. 

et  Ton  trouvera,  d'une  manière  analogue  ; 

v  =  a'x  +  ^'y-\-Y^, 

Par  conséquent,  pour  que  les  polynômes  [IJ  et  |3J  soient 
équivalents,  on  doit  avoir,  en  identifiant  les  termes  du  second 
degré  : 

G  (.X  +  ?y  +  M'  +  G'  (a'x  +  ^'y  +  y'zy  +  G"  {a"x  +  p"i/  +  fyy 
=  Ax'  4-  A.V  +  A'z^  +  2B2/2  +  2Ji'xz  +  2Wxy  ; 

ce  qui  donne  les  six  équations  suivantes: 

(  Ga2  +  G'a'2  +  GV2  ^  ^  l  Gap  +  G'a'p'  +  G Vp''z:z: B", 

[5]     |gP'  +  G'P'2+  G'F  =  A,      JGay-f-G'ay  +  GVY^B', 
(  Gy'  +  G'f  +  GY'  ^  A';      (  GPy  +  G'p'y'  +  G'^p'^y' -B. 

Multiplions  respectivement  la  première,  la  quatrième  et  la 
cinquième  équation  du  groupe  [5]  par  a,  p,  y,  et  ajoutons-les 
ensuite;  il  viendra  : 

FAI  '       Ga=:Aa  +  B''p  +  B'y. 
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Si  ron  multiplie  la  seconde,  la  quatrième  et  la  sixième  équa- 
tion du  même  groupe  par  p,  a,  y,  on  aura  de  même  : 

[A]  Gp  =  A'p  +  B''a+BY; 

et  l'on  trouvera  de  même  : 

[A]  •  GY=:A"Y  +  B'a  +  B^ 

Ces  trois  équations  ont  lieu  entre  a,  p,  y;  elles  sont  du  pre- 
mier degré;  donc  on  ne  pourra  en  tirer  qu'une  seule  valeur 
de  chaque  inconnue,  à  moins  que  le  dénominateur  commun 
ne  soit  nul.  Or,  on  satisfait  à  ces  équations,  en  posant; 

«^0,     p  =  0,     Y  =  0. 

Cette  solution  n'étant  pas  admissible  à  cause  des  relations  [4], 
il  faut  que  le  dénominateur  soit  nul  ;  et  l'on  doit  avoir,  par  con- 
séquent : 

(A-G)  (A'— G)  (A"—G)  — BXA—  G)  — B'^(A'— G)- B"^  (A"— G) 

+  2BB'B''=0, 

équation  du  troisième  degré  à  laquelle  G  doit  satisfaire. 

En  multipliant  la  première,  la  quatrième  et  la  cinquième 
équation  du  groupe  [5],  respectivement  par  a',  p',  y',  on  ob- 
tiendrait : 

[B]  G'a'  =  Aa'+BT  +  BY, 
et,  d'une  manière  analogue  : 

[B]  G'P'  =  A'P'+BV  +  By' 

[B]  GY  =  AY  +  BV  +  Bp': 

et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  prouvera  que  le  déno- 
minateur des  valeurs  inconnues  a',  p\  y\  déduites  de  ces 
dernières  équations,  doit  être  égal  à  zéro,  et  que  l'on  doit 
avoir: 

(A-^  G')  (A'—  G')  (A' — G') — B\A—  G')~  B'^A'-  G') — h''iA"—  G') 

-t-2BB'B"  =  0. 
Alg.  sp.  B.  23 
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enfin  on  prouvera,  par  un  procédé  tout  semblable,  que  Ton  doit 
avoir  : 

(A-G'0(A'-G'0(A''-G'V  B'(A-G''-^  B'-'(A'-  G'O-  B'^^(A'^-G'0 

+  2BB'B''  =  0. 

et,  par  suite,  G,  G',  G'',  sont  les  trois  racines  de  l'équation  du 
troisième  degré  : 

[6]  (A— a;)  (A'- a?)  (A"-a;)-B^(A-a;)— B'2(A'— a;)~B''^(A"~a;) 

+  2B1W  =  0. 

On  peut  prouver  que  cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles; 
el,  pour  cela,  on  remarquera  qu'il  est  permis  de  lui  donner  la 
forme  : 


[7]    E 1  P^  I  P^^ 


Si,  en  effet,  nous  chassons  les  dénominateurs  de  cette  équa- 
tion [7],  en  identifiant  le  résultai  avec  l'équation  [6],  il  viendra  : 

2P'F  =  B',    2P'T  =:=  B",    2  PP'  =  W\ 

PP'P"  =  BB'B''; 

équations  auxquelles  on  satisfait  en  posant: 

V-^      P>-W      p._B'B 
B  '  B'  '     ^  ""  TF* 

De  sorte  que  l'équation  [6]  deviendra  : 

B'B^^  m  m 

B  B'  B" 

W    T — -[nr7+- mF+- Fïï  +  '^°- 

{k-x--^)     K'-x--^     k-'-x--^ 

Pour  prouver  que  cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles, 

posons  : 

,     B'B"     ,     ,,     BB''  ,„     B'B 

A ^=^y    A g-=(*>    A— -p-  =  v; 

et  supposons  que  ces  trois  quantités  soient  classées  par  ordre 
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de  grandeur  ;  de  telle  sorte  que  X  soit  la  plus  petite  et  v  la  plus 
grande.  Substituons  successivement,  à  la  place  de  x,  dans  le 
premier  membre  de  [8], 

—  00,     X  — e,      X+s,     (X  — £,     (A  +  e,     v— e,      v  +  £,     +  oo , 

e  désignant  un  nombre  excessivement  petit  ;  — -  oo  et  oo  donnent 
au  premier  membre  la  valeur  +  1,  et  le  résultat  des  autres 
substitutions  se  voit  immédiatement;  car  chacune  d'elles  rend 
l'un,  des  termes  infiniment  plus  grand  que  tous  les  autres.  Re- 
marquons, de  plus,  que  les  trois  nmnérateurs  ont  essentiellemeiit 
le  même  signe,  celui  de  BB'B";  et  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  ce  signe  soit  +.  Les  résultats  sont  indiqués  dans  le 
tableau  suivant: 

00  -|- 


X—  £ 

+ 

^+^ 

— 

(i  —  £ 

+ 

!x  +  e 

- 

V £ 

+ 

v+e 

— 

+  ^ 

+ 

Les  substitufions  fournissent  donc  six  changements  de  signe  ; 
mais  entre  X — s  et  X-fe,  [^  —  e  et  {x  +  £,  v  —  £  et  v-f-e,  la 
fonction  passe  par  l'infini  et  est  discontinue  ;  on  doit  donc  con- 
clure l'existence  de  trois  racines  seulement,  l'une  comprise 
entre  X  +  e  et  m-  —  e,  l'autre  entre  (x  +  £  et  v  —  s,  et  la  troi- 
sième entre  v  +  £  et  <»  ;  c'est-à-dire  que  les  racines  sont  com- 
prises respectivement  entre  X  et  (x,  jx  et  v,  v  et  oo .  On  voit 
qu'elles  sont  inégales,  toutes  les  fois  que  les  nombres  X,  (x,  v,  sont 
différents. 

Après  avoir  résolu  l'équation  [6]  et  trouvé  les  valeurs  de  G, 
G',  G'^,  les  équations  [A][B][G],  qui  sont  du  premier  degré, 
donnent  les  rapports  des  quanlités  a,  [B,  y,  «'  p' y'j  '^'^  P"?  y"- 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  les  divers  cas  par* 


356  APPENDICE. 

ticuliers  que  peut  présenter  cette  solution,  et  notamment  celui 
où  les  quantités  X,  (x,  v  deviennent  égales. 

534.  Problème  II.  On  propose  de  résoudre  les  trois  équations  : . 


[2]  h  +  :j-: 


2      1^  ..2  /,2  ^> 


[3]      '  ?+A^.  +  :r 


Ces  équations  se  présentent  lorsqu'on  cherche  l'intersection 
de  trois  surfaces  du  second  ordre,  dont  les  sections  principales 
ont  les  mêmes  foyers. 

Si,  dans  l'équation  [1],  on  chasse  les  dénominateurs,  on  ob- 
tient : 

j,.6  _- p.*(62  4_  c2  4- a;» + î/2  +  ^2)  +  fx2  (6  V  +  t^a;^ + c  V+cy + ^^  V) 

si  l'on  chasse  de  même  les  dénominateurs  des  équations  [2]  et 
[3],  on  trouve: 

et  ces  trois  équations  prouvent  que  \j.'^y  v^,  p^,  sont  les  trois  ra- 
cines de  l'équation  : 

—  62^V  =  0, 
On  en  conclut  : 

et  celte  équation  fera  connaître  a;'j 
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Pour  obtenir  y"^  et  z^y  remarquons  qu'en  posant  : 

les  équations  proposées  deviennent  : 


y' 


2  +  >,'2     I     //,2_^2\  ^» 


p'2-t-p»2_|_^2-r    p'2_|_(^2_^2J  ^» 

et  ne  diffèrent  des  proposées  que  par  le  changement  de  rc*  et  y^ 
en  2/^  et  a;S  et  par  celui  de  p,  (x,  v,  en  p',  [x',  v',  de  5^  en  —  6',  et 
de  c'  en  c^  —  6^ 
On  peut  donc  écrire: 

^2(^2  _  ^2>)^2  3^  (j^2  _  ^2>)  (^^2  _  ^2)  (^2  _  p2)^ 

On  trouvera  par  un  artifice  tout  semblable  : 

C2(c«  —  b^) z'-  =  ((^2  —  c^)  [â  —  v2)  (c^  —  p«)  ; 

et  ces  deux  équations  feront  connaître  x^  et  y"^. 

On  pourrait  arriver  à  des  valeurs  de  x^^  y^y  2%  par  la  résolu- 
tion directe  des  équations  proposées,  qui  sont  du  premier  de- 
gré; mais  les  calculs  seraient  beaucoup  plus  longs. 

Nous  remarquerons  enfin  que  p*,  |x',  v%  étant  les  racines  de 
l'équation  [4],  on  a  : 

9'  +  y-^  +  ^^=b'+c'  +  x^  +  y'  +  z\ 

et,  par  suite  : 

a;«  +  i/  +  ^2^p2  +  (x2+v«  +  Z>2_),ç2^ 

formule  utile  dans  plusieurs  recherches,  et  dont  la  vérification 
directe  exigerait  quelques  calculs. 
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555.  Problème  III.  Désignons  par  v,  v',  v'',...  les  fondions  li- 
néaires suivantes  des  indéterminées  x,  y,  z,... 

V  =ax  -\-by  -{-cz  +  •  •  •  +  h 
p..  jv'  =^a'x-\-b'y  -\-c'z-\-,, .  -f  l', 

'■^■'  ^  v"  =  a'x  +  b"y  J^c"z+,,.+ 1", 


(Le  nombre  des  fonctions  i»,  v\  v'\,..  est  supérieur  au  nombre 
dos  indéterminées  x,  y  y  z,.,.) 

Parmi  tous  les  systèmes  de  coefficients  x,  x',  x"...  qui  donnent 
identiquement  : 

[k]  xv  +  xV  +  xV+...=ra;  — K, 

X,  x',  x",...  étant  indépendants  de  x,  y,  z,,..  trouver  celui  pour 
lequel  la  somme 

est  minimum. 

Posons  : 


[2] 


av  +  a'v'  +  a'V+...  =1, 

l)V^b'v'+bW  +  ...  =:'ri, 


^,  y),  Ç,...  seront  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z,..,;  et  Ton 

aura  : 

l  =  xla''  -I-  ylab  +  z^ac  +  . . .  +  ^al, 

yi=.x:ùab  +  y:^b'+z:Lbc+..^+m, 

'■^-'  H=xy,ac  +  yy.bc  +  zllc''  +  . . .  +  y,cl , 


où  la'  =  a'  +  a"  +  a"'  +  ..,, 

y,ab  =  ab-\-  a'b'  =  a"b"  + . . . , 

et  de  même  pour  les  autres  2. 

Le  nombre  des  quantités  ^,  -/),  ^,...  est  égal  au  nombre  n  des 
inconnues  x,  y,  -s,...;  on  pourra  donc  obtenir,  par  élimination, 
une  équation  de  la  forme  suivante: 

[A]  a;  =  A  +  H^-f(«K.i  +  (aTK+..., 
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dans  laquelle  (aa),  (af),  («y),...  sont  des  coefficients  indépendants 
de  Xj  y,  z,...  et  de  l,  r„  2;,...  que  l'on  sait  trouver;  et  celte  équa- 
tion sera  satisfaite  identiquement,  lorsqu'on  remplacera  ç,  y;,  C; 
par  leurs  valeurs  [3].  Par  conséquent,  si  l'on  pose  : 

a'(aa)+^''(«W+C>r)  +...=«', 


en  multipliant  respectivement  ces  équations  par  v^  v\  v'\...  et 
en  les  ajoutant,  on  aura  identiquement,  en  vertu  des  équations 

[2]  et  [A]: 

[5]  aU+-aV+aV  +  ...=a?  — A, 

pourvu  que  Ton  remplace  v,  v',  v'\...  par  leurs  valeurs  [1]. 

Cette  équation  montre  que,  parmi  les  différents  systèmes  de 
coefficients  x,  x',  x"...,  qui  satisfont  à  la  condition  [k],  on  doit 
compter  le  système  : 

X  =  a,     x'  =  a' ,     x"  =  a". 

On  aura  d'ailleurs,  pour  un  système  quelconque,  en  retranchant 
l'identité  [5]  de  l'identité  [k]  : 

(x_«)t;  +  (x'  — ay+(x"  — a>''  +  ...=:A  — K; 

et  cette  équation  étant  identique,  en  vertu  des  équations  [1], 
entraîne  les  suivantes  : 

(^_a)a+  (x'  —  a>'+  (x'^  — a'Oa"+  . .  .  =  0, 
(^_«)?>  +  (.'_a>'+(x''-«7/  +  ...=0, 
(^_a)c  +  (x'  — «y +  (x"  — «>"  +  ...=  0, 


que  Ton  obtient  en  remplaçant  v^  v\  v"...  par  leurs  valeurs  [1], 
et  en  égalant  à  zéro  le  coefficients  de  Xy  y,  z.,.  Ajoutons  ces 
équations,  après  les  avoir  multipliées  par  (aa),  (a|S),  (ay);  nous 
aurons,  en  vertu  du  système  [4]  : 

(x  _  a)a  +  (x'  —  a')a'  +  (x"  —  a'>"  +  . . .  =  Q  ; 


360  APPENDICE. 

d'où  en  doublant  cette  égalité,  et  en  la  retranchant  de  l'identité  : 

X2_l->c'2+x"2...=:x«  +  x'^  +  >c"2  +  ... 

Par  conséquent,  l'expression 

x«  +  >c'2  +  x"2  +  ... 

aura  une  valeur  minimum,  lorsqu'on  aura  : 

x  =  a,      x'=a',      x"  +  a",... 

556.  Expression  du  minimum.  Les  valeurs  de  a,  a',  a",...  sont 
détinies  par  les  équations  [4]  ;  et  pour  les  obtenir,  il  suffira  d'y 
remplacer  (aa),  (aj3),  (ay),  par  leurs  valeurs,  que  l'on  pourra  dé- 
duire des  équations  [3]  par  les  méthodes  connues.  Mais  le  mi- 
nimum s'obtiendra  de  la  manière  suivante.  L'identité  [5]  montre 
que  l'on  a  : 

'aa+aV  +  a"a"+...  =1, 

.U.  +  b'a'  +  b"a"+.,.=0, 
^^^  Va  +  c'a'  +  cV+...=0, 


équations  que  l'on  obtient,  en  remplaçant  v,  v',  v",.,.  par  leurs 
valeurs  [1],  et  en  identifiant  les  coefficients  de  x,  de  y,  de  z,.. 
dans  les  deux  membres. 

Multiplions  ces  équations,  respectivement,  par  (aa),  (ap),  (ay), 
et  ajoutons-les,  en  ayant  égard  aux  relations  [4];  nous  trou- 
verons : 

[7]  a'  +  «'2  +  a"2  +  ...  =(aa). 

Ainsi  (aa)  est  le  minimum  cherché. 

557.  Valeurs  adoptées  pouro;,  t/,  r...  Si  t;,  v\  v"  étaient  nuls, 
l'identité  [5]  montre  que  la  valeur  de  œ,  qui  vérifierait  les  équa- 
tions [1],  serait  x  =  A..  Mais  le  nombre  des  équations 

étant  supérieur  au  nombre  des  inconnues,  il  est,  en  général, 
impossible  de  satisfaire  rigoureusement  à  ces  équations.  Dans 
celte  circonstance,  les  géomètres  adoptent  la  valeur  a;  =  A, 
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comme  satisfaisant  aussi  exactement  que  possible  aux  équations. 
Un  calcul  analogue  fournirait  les  valeurs  que  l'on  adopterait 
pour  2/,  Zj...  et  que  nous  désignerons  par  B,  C... 

On  peut  prouver  que  ces  valeurs,  sans  annuler  toutes  les 
quantités  v,  v',  v'\  ce  qui  est  impossible,  rendent  la  somme  de 
leurs  carrés  aussi  petite  que  possible.  Mais  disons  d'abord  pour 
quelle  raison  les  coefficients  de  ces  diverses  formules  ont  été  dé- 
signés par  la  notation  que  nous  avons  adoptée. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  : 

[7]  a«  +  a'«  +  a''2  4-. ..=(««). 

On  peut  prouver  d'une  manière  analogue  que  Ton  a  : 

(ap)  =  aP  +  ar  +  aT+... 

En  effet,  p,  p',  p"...,  vérifient  lés  formules  ; 


[8] 


ap  +  a'B'+aT+...=0 
cp4-c'p'  +  c"f +  ...  =0 


Si  Ton  multiplie  les  valeurs  de  «,  a ,  [4],  par  p,  p. . . .  et 

qu'on  ajoute  les  résultats,  on  trouvera,  en  ayant  égard  aux 
équations  [8]  qui  définissent  S,  p'. . .  : 

[9]  ap  +  «'p'  +  aT+...=(«P); 

et  la  démonstration  sera  la  même  pour  les  autres  formules 
analogues.  On  voit  donc  que  la  notation,  adoptée  pour  les  coef- 
ficients, sert  à  rappeler  la  formation  des  expressions  qui  leur 
sont  égales. 

328.  Minimum  de  î)^+^'^+^"^  +  ' ••  Si  dans  l'équation 

u  ^=  ao;  +  è?/ +  CZ+ . . .  +  ^» 

on  substitue  à  a;,  y,  z.,.  la  valeur  trouvée  plus  haut  [A],  et  les 
valeurs  analogues,  on  obtiendra,  en  ayant  égard  aux  for- 
mules [4]  : 

[10]  .  <y  =  a^  +  p.,,  +  yr_|..^.+X, 

en  posant:  X  =  aA  +  6B-|-cG  +  ... +Z. 
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On  aura  de  même  : 

[10]  {v'=^"l+fn+^X  +  ...-hi'\ 


{V  =  a'k  +  b'B+c'G  +  ...+l\ 
en  posant:        h"=a"k  +  b"B  +  cT  +  ,. . +1"; 


c'est-à-dire  en  représentant  parX,  X',  X"...  les  valeurs  de  v,  v\  v'\.. 
qui  résultent  des  valeurs  A,  B,  G...  de  x,  y,  z... 
Si  nous  posons  actuellement  : 

nous  pourrons  former  cette  somme,  en  ajoutant  les  équations  [1], 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  v,  v',  v\..;  et  nous 
trouverons,  en  ayant  égard  aux  équations  [2]  : 

aiz=x  +  yiy  +  t:z  +  ,.,+lv  +  l'v'  +  rv'  +  ,,. 

En  substituant,  pour  v,  v\  v'\..j  les  valeurs  trouvées  plus  haut, 
et  en  remarquant  que  l'on  a,  en  vertu  de  l'identité  [5]  : 

il  viendra  : 

ll=:.Ea;+vi?/  +  Cr  +  ...-^A  — r,B  — ^G...  +  >Z  +  X7'  +  XT  +  ... 

Mais,  en  multipliant  respectivement  les  équations  qui  définissent 
X,  X',  X"...  par  X,  X',  X"...,  et  en  les  ajoutant,  on  trouve  : 

j^^^l'i^r^j^^ . .  ==x^_|_x7'+XT+. . .  +(Xa+XV  +  XV. . .  )A 

_i.(X&_)..V6'  +  X'r+...)B  +  (Xc  +  XV+XV  +  ...)G  +  ... 

Or  chacune  des  quantités,  entre  parenthèses,  est  nulle  d'elle- 
même;  car  (Xa  +  X'a'  +  >^V  +  ..  .)t  par  exemple,  est  la  valeur 
que  prend  l  [2],  quand  on  y  remplace  Vj  v',  v'\...  par  X,  X',  X",... 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  a;,  y,  ^...,  par  A,  B,  G...;  et  cette 
substitution  annule  ^,  comme  on  le  voit  d'après  les  équations 
[3]  et  ]A]. 
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Ainsi,  l'on  a  : 

l^^l'^  +  \"^  +  ...=ll  +  \'l'  +  \'T...; 

et,  par  suite  : 

û  =  ^(a?-A)  +  >i(î/~B)  +  Ç(ir~C)...+X^  +  V^  +  V^^  +  ... 

Substituant  pour(a?— A),(î/— B),  (^— G)..„les  valeurs  fournies 
par  l'équation  [A],  et  les  équations  analogues  en  y^  z...,  il  vient  : 

+  2(W>l^+...+X^  +  X'^  +  V'^  +  ... 

ne  qui,  d'après  les  formules  démontrées  plus  haut  [7],  [9], 
[10],  revient  à 

Par  où  l'on  volt  que 

est,  comme  nous  l'avions  annoncé,  le  minimum  de  Q. 

RÉSUMÉ. 

552.  But  de  ce  chapitre.  — •  533.  Simplifier  le  premier  membre  d'un- 
équation  da  second  degré,  à  trois  variables,  en  cha- géant  les  direce 
lions  des  axes  coordonnés,  sans  qu'ils  cessent  d'être  rectangulaires. 
—  554.  Trouver  les  points  d'intersection  de  trois  surfaces  du  second 
ordre,  dont  les  sections  principales  ont  les  mêmes  foyers.  —  55o, 
356,  557,  558.  Résolution  d'un  système,  dans  lequel  le  nombre  des 
inconnues  est  inférieur  à  celui  des  équations,  par  la  condition  que  la 
somme  des  carrés  des  premiers  membres  de  ces  équations  soit  un 
minimum,  ou  méthode  des  moindres  carrés. 


NOTE 

SUR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 
DU  PREMIER  DEGRÉ. 

559.  Formule  générale  qui  représente  l'une  des  incon- 
nues. Considérons  n  équations  à  n  inconnues  : 

aiir,  +«2^2  +  «3373  +...  +  diXi  -\-...-\-a„x„  =  l^^ 
ai'Xi  +  a/a?2  +  «s'^z^s  +  •  •  •  +  «.'^.-j-  '.'  +  aj'x„=  l,, 

ai%  +  ck^'Xi  +  ai%  + . . .  +  ai%  + . . .  +  aj'x^  ~  Z^, 

«i"^i+  02^*^2  +  «3"^3  + . . .  +  a/'Xi  -f- . . .  +  a'^^x^  =  l„, 

ttij  a^...  a„,  «iS  «2^...^/... a„"  désignent  des  coefficients  quel- 
conques,  tout  à  fait  indépendants  les  uns  des  autres;  a^^  n'est, 
par  exemple,  nullement  égal  au  carré  de  a^  ;  et  le  chiffre  2  n'y 
figure  que  comme  un  indice.  En  général,  a,*  n'a  aucune  liaison 
avec  «i,  et  n'en  est  nullement  la  puissance  /c;  l'indice  inférieur  i 
indique  le  numéro  d'ordre  de  l'inconnue,  et  l'indice  supérieur  k, 
le  numéro  de  l'équation. 

Gela  posé,  considérons  le  produit  : 

P=aia2a3..-^»(«2— «i)(%— «i)---K— ^«i)--.K— «i)(«3— «2)(aA— «2)-.- 

{ai —a^)... (a„  —  aa) («4  —  «3)  • . .  («„  —  fla) . • . («„  —  a,.-i) , 

obtenu  en  faisant  le  produit  de  tous  les  coefficients  de  la  pre- 
mière équation  par  leurs  différences  deux  à  deux,  et  ayant  soin 
de  prendre,  avec  le  signe  — ,  dans  chaque  différence,  le  terme 
affecté  du  plus  petit  indice.  Ce  produit  P  se  composera  d'un 
grand  nombre  de  termes,  dans  lesquels  les  quantités  aj,  Gi...a„ 
auront  divers  exposants  ;  chacun  des  termes  contiendra  toutes 
les  lettres  Ci,  a2...a„;  mais  l'exposant  de  chacune  d'elles  sera 
au  plus  égal  à  n.  Nommons  R  ce  que  devient  ce  produit,  lorsque 
l'on  considère  les  exposants  comme  des  indices  supérieurs  :  R 
contiendra  alors  les  différents  coefficients  du  système  d'équa- 
tion proposé;  et  chacun  d'eux  figurera,  dans  chaque  terme,  au 
premier  degré,  puisque,  par  hypothèse,  nous  avons  remplacé 
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les  exposants  par  des  indices.  Si,  par  exemple,  la  puissance  k 
de  a,  figure  dans  le  produit  P,  nous  la  remplacerons,  pour  ob- 
tenir R,  par  ûi*,  coefficient  de  Xi  dans  l'équaUon  de  rang  k  ;  en 
sorte  que  les  deux  expressions  P  et  R  s'écriront  de  même,  mais 
représenteront  des  valeurs  très-différentes. 

Supposons  maintenant  que  l'on  rassemble,  en  un  seul,  tous 
les  termes  de  R,  qui  contiennent  a.-  affecté  du  même  indice  su- 
périeur; R  prendra  la  forme 

[2]    R=  kUi'  +  A,V+ A,W  + ...+  A.V+ ...  +  A,«flA 

Ai*,  Ai^... A.**  étant  des  sommes  de  produits,  dans  lesquels  ne 
figure  évidemment  aucune  des  quantités  cf»*,  ai^...ai'. 
Or  je  dis  qu'on  a  les  équations  suivantes  : 

0=  Ai'a,  +  A^a,'+  Ai'(h\..  +  Ara,\ 


[3] 


0=  A,'  au-\-A^a,'+  Ai'a,^,.  +  Ara,\ 
0  =  A/  a^  +  Ai'a,'  +  A^aJ  . . .  +  A.-" a„«  ; 


ou,  en  d*aulres  termes,  que  l'expression  R  s'annule,  si  l'on  y 
remplace,  dans  tous  les  termes,  l'indice  inférieur  i  de  la  lettre  a 
par  une  autre  valeur  quelconque  1,  2..,k...n.  En  effet,  l'ex- 
pression P,  renfermant  en  facteur  («1—  a^)  (oa —  en)  .••  (a» —  a»)» 
s'annule  identiquement,  si  l'on  suppose,  par  exemple,  ai=ak  : 
le  résultat  de  cette  substitution  doit  être  zéro,  indépendam- 
ment de  toute  valeur  attribuée  aux  lettres  ûi,  cfa--*^»-  Les 
termes  doivent  donc  se  détruire  identiquement,  et  être  égaux 
deux  à  deux  et  de  signes  contraires.  Or,  il  est  évident  que  cette 
identité  ne  sera  pas  altérée,  quand  on  considérera  les  exposants 
comme  des  indices,  afin  de  passer  de  l'expression  P  à  l'expres- 
sion R. 

Les  équations  [3]  étant  démontrées,  on  obtiendra  évidem- 
ment la  valeur  de  a?,-,  en  muUipliant  les  équafions  proposées 
[1]  par  A»*,  Ai'... A»**,  et  en  les  ajoutant.  Les  coefficients  de  Xi, 
rr2...rr,_i,  rc,+i...a7„,  deviendront,  en  effet,  égaux  à  zéro,  en 
vertu  des  équations  [3]  ;  et  le  coefficient  de  Xt  deviendra  égal  à 
R,  en  vertu  de  [2], 
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On  aura  donc  : 

l{x,=  A,H,+  Kn,+  ...  +  ArL 
d'où     [4]  ^^^A//.+  A.^/^...+  A.V,. 

Ainsi,  qumicl  on  a  formé  le  dénommateur  R,  on  forme  le  numéra- 
teur d'une  inconnue  quelconque  x,-,  en  remplaçant,  dans  chaque 
lerme  de  R,  les  coefficients  a/,  af'\..ar  de  x,-  par  les  termes  tout 
connus  correspondants  îj,  J2  ...In- 

On  obtiendra,  par  ce  procédé,  la  valeur  de  chacune  des  in- 
connues. On  voit  que  toutes  ces  valeurs  ont  le  même  dénomi- 
nateur R.  Si  R  n'est  pas  nul,  chaque  inconnue  a  une  valeur 
unique  et  déterminée;  et  le  système  des  équations  ne  présente 
aucune  particularité.  L'étude  de  l'expression  R  conduit  à  une 
théorie  importante  d'analyse  algébrique,  que  nous  ne  pouvons 
indiquer  ici. 

540.  Nous  donnerons  cependant  quelques  développements 
sur  la  forme  du  dénominateur  R.  Nous  étabhrons  d'abord  la 
proposition  suivante  : 

Théorème.  Le  produit  V,  et,  par  suite,  V expression  R,  change  de 
signe,  sans  changer  de  valeur  ^  si  deux  indices  cet  c'  y  sont  changés 
Vun  dans  Vautre, 

Remarquons,  en  effet,  que,  dans  le  produit  P,  les  seuls  fac- 
teurs, sur  lesquels  ce  changement  exerce  une  influence,  sont 
ceux  dans  lesquels  figure  «c  ou  ac ,  c'est-à-dire,  en  supposant 
c<c': 

(Cfe— «1)  (ao—Cïa)  ...  (^e— «<._,.) (c/e 4-1— ac)...(^c «<.)...((/„— aj 

{a, «i)--K'— «c-l)K û'e+i)...(Cf,.~ae--))K-+l  — «c-)---(«n— «c). 

Si  Ton  change  c  en  c',  et  c'  en  c  (sans  changer,  bien  entendu, 
c — 1,  c-f  1,  c'—  1,6''  +  1,  qui  sont  des  indices  différents  de  c  el 
c'),  ces  facteurs,  pris  ensemble,  conservent  les  mômes  valeurs 
absolues,  et  ne  font  que  se  substiliicr  les  uns  aux  autres;  mais 
il  y  en  a  un  certain  nombre  qui  changent  de  signe. 
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1**  Les  facteurs  (a^— aj)  (cfe— -«2)...(0c — «c-i)  de  la  première 
ligne  et  les  facteurs  {ac — Oi)  (ac  — a2)...(ae — cfc-i)  de  la  seconde 
ligne,  ne  font  que  se  changer  les  uns  dans  les  autres. 

2*  Les  facteurs  {a^+i  —  Oc)  («c+2 — «c)  •  ■  •  (^c-i  —  Oc) , 

(Gc —  flc+i)  {de  —  flc+â) .  •  •  («c-  —  flc  -l)  , 

échangent  leurs  valeurs  absolues  ;  mais  chacun  d'eux  devient 
égal  et  de  signe  contraire  à  celui  qui  lui  correspond.  Gela  fait 
en  tout  2  (c'  —  c —  1)  changements  de  signes,  qui  n'exercent  pas 
d'influence  sur  le  signe  du  produit. 

3*»  Le  facteur  (a^ —  ae) 

change  de  signe  sans  changer  de  valeur. 

4°  Les  facteurs  (ac+^^aa)  {ae-^2—  «e).-. (««—««> 

{ao+i—Qc')  (ao+s—  ttc) ...  (a^—  «c) 

ne  font  que  se  changer  les  uns  dans  les  autres. 

En  résumé,  le  seul  changement,  que  subisse  le  produit,  pro- 
vient du  changement  de  signe  de  («c — «c);  et,  par  suite,  P  et  R 
changent  de  signe,  sans  changer  de  valeur,  lorsqu'on  change  c 

en  c',  et  c'  en  c. 

341.  Corollaire.  II  résulte  de  la  proposition  précédente, 
que,  dans  chaque  terme  des  polynômes  P  et  R,  les  exposants  de  deux 
lettres  Oc  et  ac-  sont  toujours  inégaux. 

Si,  en  effet,  dans  un  terme  de  ces  expressions,  a,  et  ««' avaient 
le  même  exposant,  ce  terme  ne  changerait  pas  par  le  change- 
ment des  indices  c  et  c';  il  ferait  donc  partie  du  polynôme  +  P 
et  du  polynôme  égal  et  de  signe  contraire  —  P;  et,  par  suite,  il 
cnirerait  deux  fois  dans  P  avec  des  signes  différents,  et  pourrait 
être  supprimé. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  chaque  terme  contient,  au  moins 
une  fois,  chacun  des  facteurs  a,,  «2...cr„;  et  comme  Texposant 
de  ces  lettres  ne  surpasse  jamais  n,  ils  ne  peuvent  être  tous  dif- 
férents, qu'en  reproduisant,  dans  un  certain  ordre,  la  série  des 
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nombres  1,  2  ...n;  en  sorte  que  le  terme  général  de  P  (ou  de  R, 
car  c'est  la  même  chose)  est 

«1,  a2...a„,  désignant  les  nombres  entiers  1,  2.,.n,  pris  dans 
un  certain  ordre. 

On  pourra  donc,  en  intervertissant  convenablement  les  fac- 
teurs, écrire  ce  terme  général  de  la  manière  suivante  : 

Piï  p2  •••?«»  représentant  aussi  les  nombres  1,  2  ...n,  écrits  dans 
un  certain  ordre. 

542.  Formation  de  R.  Cette  remarque  permet  de  former  tous 
les  termes  de  R  ;  mais  il  reste  à  déterminer  le  signe  qui  convient 
à  chacun  d'eux.  On  remarquera  pour  cela  que,  si  l'on  change 
dans  R  (339)  deux  indices  inférieurs  l'un  dans  l'autre,  R  doit 
changer  df  signe.  Les  termes  positifs  doivent  donc  se  transfor- 
mer en  ceux  qui  sont  actuellement  négatifs,  et  réciproquement. 
En  faisant  deux  changements  d'indices  de  suite,  les  termes  pri- 
mitivement positifs  reprendront  le  signe  +  (sans  que  pour  cela 
chacun  d'eux  reprenne  sa  valeur);  et,  en  général,  un  nombre 
pair  de  permutations,  effectuées  sur  deux  indices,  changerait 
les  termes  positifs  entre  eux,  tandis  qu'un  nombre  impair  de 
permutations  transformera  les  termes  positifs  en  termes  actuel- 
lement négatifs,  et  réciproquement. 

Si  donc  on  veut  savoir,  si  deux  termes  donnés  ont  le  même 
signe  ou  des  signes  contraires,  il  suffit  de  compter  le  nombre  de 
permutations»  d'indices  inférieurs  nécessaires  pour  passer  de 
l'un  à  l'autre  :  si  ce  nombre  est  pair,  les  termes  ont  le  même 
signe  ;  s'il  est  impair,  leur  signe  est  différent. 

D'après  cela,  pour  former  tous  les  termes  de  R,  on  prendra 
le  premier  terme 

puis  on  changera  successivement  les  uns  dans  les  autres  les  in- 
dices inférieurs,  en  ne  faisant  qu'un  seul  changement  à  la  fois, 
et  changeant  chaque  fois  ie  signe  du  terme  obtenu. 
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Si,  par  exemple,  n  =  3,  on  obtiendra  : 

«1*  «2^  Gi^  —  «1*  flj'  «s'  +  CTj*  CEi^flj'—  «3*  fla^  ai'  +  «2*  Aj'  ûi*  —  Cl*  ûi'  «s'  ; 

expression  dans  laquelle  chaque  terme  s'obtient  du  précédent, 
en  changeant  son  signe,  après  avoir  interverti  deux  indices  in- 
férieurs de  la  lettre  a, 

RÉSUMÉ. 

539.  Formule  générale  qui  représente  la  valeur  d'une  inconnue  satis- 
faisant à  un  système  de  n  équations  à  n  inconnues. —  340.  Le  déno- 
minateur commun  change  de  signe,  lorsqu'on  permute  deux  indices 
inférieurs  l'un  avec  l'autre.  —  341.  Les  indices  supérieurs  de  deux 
lettres  sont  toujours  inégaux,  dans  un  même  ter.re.  —  542.  Forma- 
tion du  dénominateur  commun. 
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JV.  B.  Les  *  placés  à  la  suite  du  cliiffre  5  indiquent,  qu'en  calculant  à  trois  décimales, 
on  doit  augmenter  le  chiffre  qui  précède. 
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